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UWAGI O ARYTMETYCE GRASSMANNA

— Jerzy Hanusek —

Abstrakt. Praca Hermanna Grassmanna z roku 1861 byla pierwsza prébe aksjomatycznego ujecia aryt-
metyKki (liczb catkowitych z wyréznionym podzbiorem liczb dodatnich). Znaczenie historyczne tej pracy
jest ogrom-ne, cho¢ sama aksjomatyka okazata sie niepetna. Opierajac sie na interpretacji teorii Gras-
smanna dokonanej przez Hao Wanga [1957], przedstawiam szczeg6lowe jej omdéwienie i definiuje klase
modeli tej teorii. Na koniec podaje propozycje modyfikacji aksjomatyki arytmetyki Grassmanna, ktéra
polega na dodaniu pewnego zdania elementarnego i usunieciu zdania nieelementarnego. Przedstawiam
dowdd, ze po takiej modyfikagji teorii jej jedynym modelem z dokladnoscia do izomorfizmu jest model

standardowy.

Stowa kluczowe: Hermann Grassmann, Giuseppe Peano, arytmetyka, teoria aksjomatyczna.

Uwagi historyczne

Aksjomaty arytmetyczne zwykle sa kojarzone z nazwiskiem i postacia Giuseppe
Peano oraz jego praca z roku 1889 noszaca tytul Arithmetices principia, nova methodo
exposita (Zasady arytmetyki prezentowane nowq metodq). Peano zamiescil w niej podzie-
kowanie, z ktérego dowiadujemy sie, ze opieral sie on w znacznej mierze na pracach
Dedekinda i Grassmanna. Celem Dedekinda nie bylo zreszta skonstruowanie aksjoma-
tycznej teorii arytmetyki, ale skonstruowanie czegos$, co dzisiaj moglibySmy nazwaé
standardowym modelem arytmetyki liczb naturalnych. Wychodzac od definicji nie-
skoniczonosci, poprzez stynny — ale odrzucony przez matematykéw — dowdd, ze ist-
nieje zbiér nieskoriczony, wykazat on, ze istnieja tzw. zbiory prosto nieskoriczone. Sa to
liniowo uporzadkowane zbiory, na ktérych mozna zdefiniowa¢ poprzez indukcje dzia-
fania arytmetyczne. Aksjomaty Peano mozna odnalez¢é w pracy Dedekinda w formie
postulatéw, ktére powinien spetnia¢ adekwatny model arytmetyki. Dlatego nosza one
czesto nazwe aksjomatéw Dedekinda-Peano. Grassmann jest w kontekscie poczatkéw
teorii arytmetycznych zdecydowanie zbyt rzadko wspominany, chociaz to wtasnie on,
niemal 30 lat wczesniej niz Peano i Dedekind, wykonat zasadnicza cze$¢ pracy zwia-
zanej z aksjomatyzacja arytmetyki.

Hermann Giinter Grassmann (1809-1877) wydat w roku 1861 ksiazke o tytule
Lehrbuch der Arithmetik. Stanowila ona jedna z pierwszych préb, by wyktad arytme-
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tyki oprzeé na kilkunastu podstawowych prawach arytmetycznych, z ktérych nastep-
nie mozna udowodni¢ wszystkie pozostate. Arytmetyka przedstawiona przez Gras-
smanna nie ma explicite formy teorii aksjomatycznej, cho¢ jak twierdzi Hao Wang, taka
reinterpretacji tej teorii nie nastrecza trudnosci ([1957] s. 147). Mozna sie oczywiscie
spiera¢, na ile Grassmann byl Swiadomy pojecia teorii aksjomatycznej. Zagadnienie to,
niewatpliwie interesujace z historycznego punktu widzenia, nie jest jednak przedmio-
tem naszych rozwazan. Jest nim natomiast formalna zawarto$¢ pracy Grassmanna.
Przyjmujemy, Ze reinterpretacja przedstawiona przez Wanga [ibidem] jest trafna i w
dalszej czesci tekstu bedziemy sie do niej odnosili.

Znaczenie pracy Grassmanna wydaje sie ogromne. Jako pierwszy sformulowat
on rekurencyjne definicje operacji dodawania i mnozenia. Przedstawit je w formie,
ktéra obowiazuje do dzisiaj. Definicje te, jezeli wystepuja jako aksjomaty, nazywane
sa czesto Aksjomatami Grassmanna. Réwniez jako pierwszy sformutowal nieelemen-
tarny aksjomat indukgji, jako formalna podstawe dowodéw przez indukcje. Mozli-
wo$¢ dowodzenia przez indukgje jest jedna z charakterystycznych wiasnoéci arytme-
tyki i jako taka byla znana, i stosowana od dawna. Juz w roku 1575 Francesco Mau-
rolino udowodnit ta metoda, ze suma pierwszych n liczb nieparzystych wynosi n*.
Jednak inna rzecza jest stosowanie metody, a inna sformutowanie zasady, ktéra me-
tode czyni prawomocna, i uSwiadomienie, Ze zasada ta powinna stanowi¢ baze kazdej
arytmetycznej teorii.

Teoria Grassmanna nie jest oparta na zadnym formalnym systemie logiki, gdyz
pojecie formalnego systemu logiki jeszcze wtedy nie istnialo. Formalne pojecie mo-
delu teorii tez oczywiscie nie istniato, chociaz kazda teoria byla konstruowana z mysla
0 pewnej intuicyjnie rozumianej dziedzinie obiektéw, do ktérych odnosity sie pojecia
pierwotne teorii. Mozemy zatem przyja¢, ze twierdzeniami arytmetyki Grassmanna
sa te wszystkie zdania w przyjetym przez niego jezyku, o ktérych da sie wykazag¢, ze
musza by¢ prawdziwe w kazdej dziedzinie, w ktérej prawdziwy jest wybrany przez
niego zbiér praw podstawowych teorii. W takim znaczeniu bedziemy mowili o konse-
kwencji logicznej. Dla jezyka nieelementarnego zaktadamy standardowa semantyke.

W interpretacji Wanga arytmetyka Grassmanna jest quasi-aksjomatyczna teoria
arytmetyki liczb catkowitych z wyréznionym podzbiorem liczb dodatnich. Liczba 0
nie jest przez Grassmanna uwazana za liczbe dodatnia. Teoria ma charakter quasi-
aksjomatyczny, a nie aksjomatyczny, gdyz nie wszystkie pojecia pierwotne zostaty
scharakteryzowane metoda aksjomatyczna. W jezyku, ktérego Grassmanna uzywa do
budowy swojej teorii, a doktadniej w rekonstrukcji tego jezyka dokonanej przez Wanga
[1957], mamy obok symboli funkcyjnych dla operacji dodawania, mnozenia i nega-

qji, takze symbol Pos na oznaczenie podzbioru liczb dodatnich. Wprowadza réwniez
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Grassmann jednoargumentowy symbol funkcyjny e, ktéry w nietypowy sposéb sto-
suje wylacznie do stalej 1.

W interpretacji Hao Wanga teoria Grassmanna przedstawia w nastepujacy spo-
sob.

L. zbiér symboli: =, (,), a,b, ¢, d, .... (zmienne); stala indywiduowa 1, dwuargu-
mentowe symbole funkcyjne +,-, jednoargumentowe symbole funkcyjne e, ~, symbol
Pos na oznaczenie podzbioru uniwersum dziedziny. Ponadto symbole logiczne: kwan-
tyfikatory i spojniki zdaniowe. II. Definicja termu: 1 oraz 1°* s termami, zmienne sa
termami; jesli s i ¢ sa termami, to (s + ¢) oraz s - t sa termami.

III. Przyjete definicje
DG1 0=1+1°
DG2  Dla dowolnych a oraz b, a — b jest liczba c taka , ze b+ ¢ = a.
DG3 ~a=0-—a.

DG4 a>b<ra—be Pos.
IV. Aksjomaty

AGl a=(a+1)+1°

AG2 a=(a+1%)+1

AG3 a+(b+1)=(a+b)+1

AG4 a-0=0

AG5 1€ Pos

AG6 a€ Pos—a+1¢€ Pos

AGT (b=0Vbe Pos)—z-(y+1)=z-y+uz
AG8 be Pos —a ~b=~ (a-b)

AG9 dla dowolnego zbioru A4, jezeli 1 € A oraz dla kazdego a, jezeli a € A, to
a+1€ Aoraza+ 1° € A, todlakazdego a, a € A.

AG10 dla dowolnego zbioru A4, jezeli 1 € A oraz dla kazdego q, jezeli a € A, to
a+1 € A, to dla kazdego q, jezeli a € Pos, to a € A.

Symbol e zostal uzyty przez Grassmanna jak jednoargumentowy symbol funk-
cyjny, jednak zakres stosowalnosci tego symbolu zostat ograniczony wytacznie do sta-
fej 1. Rozsadnie zatem przyjaé, ze w rzeczywistosci Grassmann w swoim systemie
przyjal dwie state 1 oraz 1°. Nastepnie zdefiniowat stala 0 przyjmujac, ze 0 = 1 + 1°.
Symbol ~ nie zostal zdefiniowany aksjomatycznie, ale poprzez definicje DG2 oraz

DG3. Teorie oparta o przytoczone powyzej aksjomaty oznaczymy przez AG.
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1. Twierdzenia arytmetyki Grassmanna

Ponizej przedstawiamy zestaw twierdzer, ktére mozna udowodni¢ z aksjoma-
tow Grassmanna. Znalezienie dowodéw pozostawiamy czytelnikowi jako pozyteczne
¢wiczenie zapoznajace z funkcjonowaniem systemu Grassmanna. Dla ulatwienia po-
dajemy réwniez twierdzenia pomocnicze oraz zalecana kolejno$¢ dowodzonych twier-

dzeti.

Fakt1. W oparciu o aksjomaty AG1, AG2, AG3, AG7, AG9 mozna udowodni¢ nastepujace
twierdzenia:

1lla+1=b+1—a=0,

12 a+1°*=b+1°*—a=b,
1.3 a+(b+1%) = (a+b)+1°,
14 14+a=a+1,

1.5 1*+a=a+1°,

16 (a+1)+b=a+ (1+0),
1.7 (a+1°)+b=a+ (1*+D),
18a+0=0+a=a,

19 a-1=aq,

1.10 a+b =10+ a,

111 a+ (b+¢) = (a+b) +c,

Udowodnimy teraz, ze definicja DG2, a wiec réwniez definicja DG3, sa po-
prawne. W dowodzie wykorzystujemy udowodniony wczesniej fakt, ze w teorii AG
dodawanie jest dziatanie facznym i przemiennym. W prostych przypadkach nie be-
dziemy wprowadzali notacyjnych rozréznieri miedzy symbolami i ich interpretacjami.

Fakt 2. W oparciu o aksjomaty AG1, AG2, AG3, AG9 mozna udowodnic, ze
(Vo) 3Jy)z+y=1+1°.

Elementy, ktorych suma daje 1 4 1°, bedziemy nazywali elementami przeciwnymi.
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Dowdd. Zastosujemy aksjomat AG9. Elementem przeciwnym dla elementu 1
jest element 1°, gdyz 1 + 1° = 1 + 1°. Zal6zmy, ze element 2 jest takze elementem
przeciwnym wzgledem 1. Wtedy 1 + z = 1 4+ 1°* = 1° + 1 i z Faktow 1.1 oraz 1.10
otrzymujemy z = 1°. Zatem 1° jest jedynym elementem przeciwnym wzgledem 1. Za-
ktadamy, ze dla elementu n istnieje dokladnie jeden element przeciwny b. Pokazemy,
ze dla elementu n + 1 jedynym elementem przeciwnym jest k = b+ 1°. Jest tak bowiem
(n+1)+k=(n+1)+(0+1°) = (n+1)+b)+1° = ((n+b)+1)+1°* =n+b= 1+1° Jezeli
dla pewnego elementu zjest (n+1)+2z=1+1%ton+(1+2)=1+1°.Stad 1+ 2 =,
gdyz b jest jedynym elementem przeciwnym do n,iz AG1l oraz 1.10 z = b + 1°* = k.
Dla elementu n + 1° jedynym elementem przeciwnym jest element & = b 4 1. Jest tak,
gdyz(n+1)+k=n+1)+0b+1) =((n+b)+1)+1=n+b=1+1° Jezeli
n+1)+z=1+1%ton+(z+1°)=1+1"Stadz+1°*=biz=b+1=k. O

Niech 9t bedzie dowolnym modelem teorii Grassmanna. Z aksjomatéw AG1,
AG2, AG3, AG7 i AG9 mozna zatem udowodni¢, Ze dla dowolnego elementu a uni-
wersum modelu 9 istnieje dokladnie jeden element b, taki, ze a 4 b = 0, przy czym dla
1 takim elementem oczywiscie jest 1°. Mozemy wiec zdefiniowac na caltym uniwersum
operacje negagji' przyjmujac, ze dla kazdego a, ~ a jest elementem przeciwnym. Ope-
racja ta bedzie rozszerzeniem pierwotnego pojecia negacji, ktére Grassmann stosowat
wylacznie do elementu 1. W celu aksjomatycznego zdefiniowania tego pojecia nalezy
do Aksjomatyki Grassmanna doda¢ jeden aksjomat. Mozemy wtedy przyja¢, ze jedyna
stala w systemie jest stata 1. Symbol 0 bedzie oznaczat, jak u Grassmanna, term staly
14+ ~ 1. Wprowadzimy réwniez do jezyka jednoargumentowy symbol predykatywny
P na oznaczenie wlasnosci bycia liczba dodatnia. Po tej modyfikacji otrzymujemy sys-
tem aksjomatyczny AG' nastepujacej postaci.

AG'0 a+~a=0

AG' a=(a+1)+~1

AG'2 a=(a+~1)+1

AG'3 a+(b+1)=(a+b)+1

AG' a-0=0

AG'5 P(1)

AG'6 P(a) = P(a+1)

AG'77 b=0VvP@OD)—a-(b+1)=a-b+a
AG'8 P(b) = a- ~b=n~ (a-b)

1Uzywam terminu negacja na oznaczenie unarnej operacji dla wygody, zdajac sobie sprawe, ze standar-
dowo termin ten jest uzywany na oznaczenie unarnego funktora zdaniowego.
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AG'9 dladowolnego zbioru A, jezeli 1 € A oraz dla kazdego a,jezelia € A, toa+1 € A
oraz a+ ~ 1 € A, to dla kazdego a, a € A.

AG'10 dla dowolnego zbioru A4, jezeli 1 € A oraz dla kazdego q, jezeli a € A, to
a+1 € A, todla kazdego q, jezeli P(a), toa € A.

Wszystkie wymienione wcze$niej twierdzenia teorii AG pozostaja twierdzeniami teorii
AG?, jezeli tylko zastapimy term 1° termem ~ 1. Ponadto twierdzeniami sa nastepujace
zdania. Dowody tak jak poprzednio pozostawiamy czytelnikowi jako proste ¢wicze-
nie.

Fakt 3. Twierdzeniami teorii AG" sq nastepujace zdania:
31 ~(a+1)=~a+~1,
3.2 ~r~a = a,
33 a~1=~a,
3.4 (Pla) Na#1) = (Fy)(Py) ha =y +1),
3.5 (=P(a) Na #0) — P(~ a),
3.6 P(a) = ((a+~1=0)V P(a+ ~ 1)),
37a-(b+~1)=a-b+~a,
38 a-(b+1)=a-b+a,
391-a=a-1=aq,

310 ~1-a=a ~1=~a,

312 ~b-a=~(b-a),

313 a-b=0b-q,

314 a-(b+c¢)=(a-b+a-c),

315 a-(b-c)=(a-b)-c

Dla naszych dalszych rozwazan jest istotne, jakie aksjomaty teorii AG' zostaty
uzyte w dowodach powyzszych twierdzen. Okazuje sie, ze aksjomat AG'10 zostat
uzyty dopiero w dowodzie twierdzenia 3.4. Wcze$niej nie byt on wykorzystywany.
Mozna tez wykaza¢, ze bez odwolania sie do tego aksjomatu nie mozna twierdzenia

3.4 udowodni¢. Twierdzenie to méwi, ze kazda liczba dodatnia rézna od liczby 1 ma
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poprzednik, ktdry jest liczba dodatnia. Jezeli rozwazymy standardowy model arytme-
tyki liczb catkowitych ze standardowo zdefiniowanymi dzialaniami i przyjmiemy, ze
interpretacja symbolu predykatywnego P jest zbiér liczb catkowitych wiekszych niz
np. 2, to powyzsze zdanie bedzie w tym modelu fatszywe, a aksjomaty AG'0 — AG'9

beda prawdziwe. Zdanie to jest wiec niedowodliwe w oparciu o te aksjomaty.

2. Modele arytmetyki Grassmanna

Z udowodnionych wczeéniej faktow wynika, ze kazdy model arytmetyki Gras-
smanna musi by¢ przemiennym pierécieniem z jedynka, w ktérym wyréznionym pod-
zbiorem elementéw dodatnich jest najmniejszy zbior zawierajacy element 1i domkniety
na operacje dodawania. Implikacja w druga strone jednak nie zachodzi. Ze wzgledu na
obecnosé¢ nieelementarnych aksjomatéw indukcji modelami arytmetyki Grassmanna
nie beda na przyklad niestandardowe - to znaczy zawierajace w uniwersum elementy
niestandardowe — modele elementarnej arytmetyki liczb catkowitych, ktére réwniez sa
pier$cieniami spelniajacymi odpowiednie warunki. Jezeli jednak weZmiemy dowolny
pierScien przemienny z jedynka, w ktérym wyrézniony podzbiér pokrywa sie z naj-
mniejszym podzbiorem zawierajacym 1 i domknietym na dodawanie oraz w ktérym
nie istniejq podpierécienie wladciwe, to wszystkie aksjomaty teorii Grassmanna sa w
nim spelnione, a zatem jest to model teorii Grassmanna. Mozemy odnotowa¢ zatem

nastepujacy fakt.

Fakt 4. Klasa modeli arytmetyki Grassmanna pokrywa si¢ z klasq pierscieni przemiennych z
jedynka, ktére nie posiadajq podpierscieni wlasciwych oraz w ktérych wyréznionym podzbiorem

jest najmniejszy zbidr generowany przez element 1 ze wzgledu na operacje dodawania.

Hao Wang zauwazyl, ze aksjomaty Grassmanna spetnia réwniez model try-
wialny. Oznacza to, ze w arytmetyce Grassmanna nie mozna udowodni¢ miedzy in-
nymi nastepujacych twierdzen

1+1#1,

0410,
~P(0),
(3x) ~P(a),
(Vo) x4+ 1 # =,
(Vz)z+1=1— —P(x).

Aksjomaty Grassmanna sa spelnione réwniez w pierscieniach ¢, reszt modulo
n zwyréznionym podzbiorem identycznym z calym uniwersum. Oznacza to, ze w teo-

rii Grassmana nie da sie udowodni¢, wbrew opinii Wanga, réwniez prawa skracania

113



Jerzy Hanusek o Uwagi o arytmetyce Grassmanna

dla mnozenia
c#O0Nc-a=c-b—a=Dh,

ani prawa catkowito$ci
a-b=0—=a=0Vb=0.

Jest tak poniewaz w pierscieniu ¢, mamy 2-2 = 2-0 = 0. Zatem definicja DG4 nie defi-
niuje relacji porzadkujacej. Mozna udowodnig, ze jest to relacja zwrotna i przechodnia,
ale nie mozna udowodni¢ jej stabej antysymetrii.

Wang pisze [1957]: ,Grassmann’s calculus is defective in at last one important
respect. There is no explicit mention of the fact that different numbers have different
successors, or the fact that 1 is not the successor of any positive integer”?. Jednakze
pierwsza z tych obserwacji wydaje sie niepoprawna. Nie jest prawda, ze wéréd aksjo-
matow arytmetyki Grassmanna brakuje zdania méwiacego, ze r6zne liczby maja r6zne
nastepniki

a#b—=(a+1#b+1).

Jezelia+1=0+1,to (a+1)+~1 = (b+1)+~11izaksjomatu AG1 otrzymujemy,
ze a = b. Funkcja nastepnika n(a) = a + 1 oraz funkcja poprzednika p(a) = a+ ~1sa
okreslone prawidlowo. Aksjomaty AG1 oraz AG2 gwarantuja, ze na kazdym zbiorze
Z, bedacym uniwersum interpretacji arytmetyki Grassmanna, spelnione sa warunki
nop = idy oraz p on = idy, gdzie idy jest funkcjq identyczno$ci na zbiorze Z. A
zatem musi by¢ tak, ze operacje te sa bijekcjami odwzorowujacymi zbiér Z w siebie
L=pip™t=n.

Przez ¢ oznaczymy model standardowy liczb catkowitych z wyréznionym pod-

orazn-—

zbiorem liczb dodatnich. Intencjqa Grassmanna bylo, by jedynym modelem z doktad-
noscia do izomorfizmu, w ktérym prawdziwe sa wszystkie aksjomaty, byl model €.
Pokazalismy, ze warunek ten nie jest spetniony. Aksjomatyka Grassmanna wymaga
zatem uzupelnienia. Przypadek teorii Grassmanna nie jest w tym wzgledzie odosob-
niony. Przyktadem moze by¢ nieelementarna aksjomatyka teorii liczb catkowitych, juz

bez pojecia liczby dodatniej (naturalnej), zamieszczona w [1980].

2 Wang [1957] s. 149.
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3. Trafne rozszerzenie teorii AG

Powiemy, ze teoria T jest trafnym rozszerzeniem teorii AG, jezeli zbi6r aksjoma-
tow teorii 7" powstat poprzez dodanie do zbioru aksjomatéw teorii AG skoriczonego
zbioru zdan elementarnych w jej jezyku (przy ewentualnym réwnoczesnym usunieciu
aksjomatéw zbednych) oraz jedynym modelem teorii 7' z dokladnoscia do izomor-
fizmu jest model €, tzn. otrzymana aksjomatyka jest kategoryczna. Jest wiele r6znych
sposob6w trafnego rozszerzenia teorii AG! (a wiec i AG). Zaproponujemy jeden z nich.
Do zbioru aksjomatéw dodajemy nastepujacy elementarny aksjomat:

G* (Vz)-P(x)ANP(x+1) <>z =0.

Tak rozszerzona teorie oznaczymy przez AG?. Mozna zamiast aksjomatu G*
przyja¢ zdanie - P(0), jednakze dowody sa wtedy nieco bardziej skomplikowane i wy-
magaja odwolania sie do pewnych twierdzen formulowanych w metajezyku.

W dowodach twierdzer teorii AG', przedstawionych do tej pory, aksjomat AG'10
zostal bezposrednio uzyty tylko raz, w dowodzie Faktu 3.4. Jezeli wiec pokazemy, ze
twierdzenie to mozna udowodni¢ w teorii AG* bez uzycia aksjomatu AG'10, bedzie
to oznaczalo, ze wszystkie wczeéniej udowodnione twierdzenia mozna udowodni¢ w
AG? bez odwotywania sie do aksjomatu AG'10.

Fakt 5. W oparciu o aksjomaty AG*1, AG'2, AG'3, AG'9, G* mozna udowodni¢ nastepujace
twierdzenie:

Ve){ P(x) Nz #1— 3y)Ply) Ny+ 1=z}

Dowdd. Niech Z bedzie zbiorem wszystkich elementéw, spelniajacych odpo-
wiednia formute. Oczywiscie 1 € Z. Zakladamy, Ze pewien element n € Z, tzn. praw-
dziwe jest zdanie

(P(n) An#1) = (3y) (Ply) Ao =y+1).

Rozwazmy element n + 1 taki, ze P(n + 1) oraz n + 1 # 1. Wtedy musi by¢ tak,
ze P(n). Gdyby bowiem byto —P(n), to z G* otrzymujemy n = 01 1 # 1. Mozliwe sa
dwa przypadki:

1. n = 1. Wystarczy wtedy za y przyjac¢ 1, gdyz P(1) oraz n + 1 = 1+ 1. Zatem
n+1leZ

2. n # 1. Skoro P(n)in # 1, to z zalozenia istnieje element m taki, ze P(m) oraz
m + 1 = n. Wtedy z aksjomatu AG'6 mamy P(m + 1) orazn + 1= (m+1) + 1.

Wystarczy przyjaé, ze szukanym elementem jest m + 1. Zatemn + 1 € Z.
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Rozwazmy teraz element n+ ~1. Zakladamy, ze P(n+ ~1) oraz n+ ~1 # 1. Zalt6zmy,
ze = P((n+ ~1)+ ~1). Wtedy z G* otrzymujemy, ze (n+ ~1)+ ~1) = 0in+~1 = 1.
Sprzecznos¢. Zatem jest P((n+ ~1)+ ~1). Wystarczy przyjaé, ze szukanym elementem
jest (n+~1)+~1.0

Fakt 6. W teorii AG* mozna bez odwoltywania si¢ do aksjomatu AG*10 udowodnic nastepujace
twierdzenia.

6.1 0#1,

6.2 (Vo)r #z+1,

6.3 Vo) # v+ ~1,

6.4 (Yz)(Yy) (P(z) A P(y) = Pz +y)),

6.5 Vz)r+2=0—2=0,

6.6 (Vz)P(x) — —~P(~z),

6.7 (Vz)xr #0 — z #£~ux,

6.8 (Va)(Vy) (x Z0ANy #0Ax #y) = Plz+~y)V Ply+~x),

Definiujemy teraz metoda Grassmanna relacje binarna < przyjmujac, ze
r<y=z=yV(3)PE)ANz+z=y.

Korzystajac z juz udowodnionych twierdzen, tatwo pokaza¢, ze

Fakt 7. W teorii AG* mozna bez odwotywania si¢ do aksjomatu AG*10 udowodnic nastepujace
twierdzenia.

7.1 (Vo)x <z,

72 (Vo)(Vy)r <yAhy<z—z=y,

7.3 (Vo)Vy)(V2)r <yAy<z—x <z
74 Vo)(Vy)x <yVy<uz.

7.5 (Vz)r <1 — =P(z).

7.6 (V)(Vy)r <y —»x <y+ 1.
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Relacja < jest wiec relacja porzadkujaca. Mozemy teraz udowodni¢ w teorii AG?
twierdzenie o indukgji zupelnej. W sposob istotny wykorzystamy pézniej fakt, ze w

dowodzie nie zostanie uzyty aksjomat AG*10.

Fakt 8. W teorii AG? twierdzeniem jest nastepujace zdanie: jezeli do zbioru Z nalezy kazdy
element dodatni n, jezeli tylko nalezq do niego wszystkie elementy dodatnie i mniejsze od n, to

do zbioru Z nalezq wszystkie elementy dodatnie.

Dowéd. Zaktadamy, ze zbidér Z spetnia powyzszy warunek, tzn. jezeli do Z na-
leza wszystkie elementy dodatnie i mniejsze od pewnego elementu dodatniego n, to n
takze nalezy do Z. Pokazemy, ze dla kazdej liczby dodatniej n, wszystkie liczby dodat-
nie mniejsze lub réwne n naleza do zbioru Z. Oczywiscie w sposéb trywialny z faktu
tego wynika, ze wszystkie liczby dodatnie naleza do zbioru Z. Definiujemy zbidr po-
mocniczy Z* przyjmujac, ze element n nalezy do Z* wtedy i tylko wtedy, gdy spelnia
warunek: jezeli n jest elementem dodatnim, to wszystkie elementy dodatnie mniej-
sze lub réwne n naleza do zbioru Z. Rozwazmy element 1. Jest to element dodatni i
wszystkie mniejsze elementy dodatnie naleza do zbioru Z (gdyz one nie istnieja). Za-
tem z zalozenia 1 € Z. Stad wszystkie dodatnie elementy mniejsze lub réwne od 1
naleza do Z. W takim razie 1 € Z*. Zakladamy teraz , ze n € Z*.

Rozwazmy element n + 1. Zal6zmy, ze jest to element dodatni. Sa dwie mozli-
wosci. Jezelin + 1 = 1, to wiemy juz, ze n + 1 € Z*. W przeciwnym wypadku element
(n+1)+~1 = njest elementem dodatnim (zob. Fakt 5). Z zatozenia wszystkie elementy
dodatnie mniejsze lub réwne od n naleza do Z. Oznacza to, ze wszystkie elementy do-
datnie mniejsze od n + 1 naleza do Z (zob. Fakt 7.6). Zatemn+ 1€ Zin+ 1€ Z*.

Rozwazmy element n+ ~ 1. Zakladamy, ze jest to element dodatni. Wtedy z
aksjomatu AG'6 n tez musi by¢ elementem dodatnim. Zatem wszystkie elementy do-
datnie mniejsze lub réwne n naleza do Z. Jezeli jaki$ element dodatni jest mniejszy lub
réwny n+ ~ 1, to jest mniejsze od n. Zatem wszystkie te elementy naleza do 7 i stad
n+~1leZzZ”.

Z aksjomatu AG'9 otrzymujemy wiec, ze wszystkie elementy naleza do zbioru
Z*. Dla kazdego elementu dodatniego n, wszystkie elementy dodatnie mniejsze lub
réowne z n naleza do Z. Stad wszystkie elementy dodatnie naleza do Z. O

Prostym wnioskiem z Faktu 8 jest nastepujacy fakt bedacy pewnym wariantem

zasady minimum.

Fakt9. W teorii AG? twierdzeniem jest nastepujace zdanie: dla dowolnego zbioru Z, jezeli
zbidr elementéw dodatnich nie nalezacych do zbioru Z jest niepusty, to w zbiorze tym istnieje
element najmniejszy.
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Dowéd. Zal6zmy, Ze istnieje element dodatni nienalezacy do zbioru Z. Wtedy z
Faktu 8 musi istnie¢ element dodatni n taki, ze wszystkie elementy dodatnie mniejsze
od n naleza do Z oraz n nie nalezy do Z. Oczywiscie jest on elementem najmniejszym
w zbiorze elementéw dodatnich nie nalezacych do zbioru Z. O

Mozemy teraz pokazaé, ze aksjomat AG'10 jest w aksjomatyce AG?* aksjoma-
tem zaleznym. Korzystamy z faktu, ze wszystkie wczesniejsze twierdzenia teorii AG?
zostaty udowodnione bez uzycia aksjomatu AG'0.

Fakt 10. W aksjomatyce AG* aksjomat AG'10 jest aksjomatem zaleznym i moze by¢ wyelimi-
nowany.

Dowéd. Zakltadamy, ze do pewnego zbioru Z nalezy 1 oraz spelniony jest waru-
nek: (Vx)r € Z — x + 1 € Z. Przypusémy, ze nie wszystkie elementy dodatnie naleza
do Z. Wtedy istnieje najmniejszy element dodatni n taki, n ¢ Z. Z zalozenia n # 1.
Wiemy, ze dla kazdego elementu dodatniego réznego od 1 istnieje dodatni poprzed-
nik. Zatem istnieje element dodatni p taki, ze n = p 4+ 1. Z warunku minimalnosci ele-
mentu n wnosimy, ze p € Z. Wtedy jednak z zatozenia otrzymujemy, ze p+1=n € Z.
Sprzecznos¢. O

Mozna zatem pomina¢ aksjomat AG*10. Tak otrzymana teorie oznaczymy przez
AG3.

Fakt 11. Wszystkie modele arytmetyki Grassmanna AG® (wiec tez AG?) sq izomorficzne z
modelem standardowym €.

Dowdd. Niech 9 bedzie dowolnym modelem teorii AG®. Definiujemy odwzo-

rowanie h : M — &, przyjmujac

h(z) = f(z) if xjest dodatnim elementem w M
= f'(xz) if xniejest dodatnim elementem w M,

gdzie

Fam =1
fla+717) = f(a) +91°
oraz

0¢ jezeli x = 0™

fla)= { ~Ef(~T ) jezeli x A O,

Powyzsza definicja jest poprawna, poniewaz wiemy, ze jezeli jaki$ element uni-

wersum modelu 9 jest roézny od 07 i nie jest dodatni, to jego jedynym elementem
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przeciwnym jest element dodatni (zob. Fakt 6.7). Funkcja i odwzorowuje zbiér ele-
mentéw dodatnich modelu 9t w zbiér elementéw dodatnich modelu € oraz zbiér ele-
mentéw niedodatnich modelu 9t w zbidr elementéw niedodatnich modelu €. Waru-
nek homomorficznoéci dla symbolu predykatywnego P jest wiec spetniony. Pokazemy,

ze dla dowolnego elementu a uniwersum modelu 9t funkcja h spelnia nastepujace wa-

runki:
fla+™17) = fla) +%1° (1)
flat™ 1) = fla)+ ~F1¢ (2)
f(~™a) = ~ f(a). (3)

Pokazemy najpierw, ze identycznodci te sa spelnione dla dowolnego dodatniego ele-
mentu a. Identycznos¢ (1) jest spelniona dla elementéw dodatnich z definicji. Jezeli
a=1,t0 f(17+M ~ 1) = f(0™) = 0% = 154 ~ 1% = f(1M)+% ~ 1%). W przeciwnym
razie a = p+"" 1™ dla pewnego dodatniego elementu p. Wtedy f(p+"17) = f(p)+°*1¢,
a zatem f(a+™ ~" 1) = f(p 7 17T M) = f(p) = f(p T 1T)+E ~AC 18 =
f(a)+% ~% 1% Wreszcie jezeli a jest elementem dodatnim, to ~™ a jest elementem
niedodatnim i z definicji f(~™ a) =~¢ f(~"~" a) =~% f(a). Zaktadamy teraz,
ze element a nie jest dodatni. Latwo sprawdzi¢, ze wszystkie identycznos$ci zacho-
dza dla 0™. Zaktadamy, ze a # 0™. Wtedy ~™ a jest elementem dodatnim. Pokaza-
lismy juz, ze f(~"~" a) =~ f(~™ a). Zatem f(~" a) =~ f(a). Wiemy tez, ze
FA™ a4 P 1T = (T 0)4€ € 1€), wiec f(~T (a7 17)) =€ (f(a) 4 19)) §
fla+™ 1) = f(a) +% 1%). Wiemy, ze
FMa 1) = [P a) 4 1)
= ~% fla) +°1°
=~ (fla)+~E19).
Z drugiej strony
F a1 = f(~7 (a2 1)
= ~C flad AT,

Otrzymujemy wiec, ze f(a+™ ~" 17) = f(a)+% ~¢ 1%, co koriczy te czes¢ dowodu.

Z latwoscia pokazujemy teraz, ze odwzorowanie [ jest homomorfizmem, tzn.

dla dowolnych elementéw a i b z uniwersum modelu 9t spetnione sa warunki

fla+™b) = fla)+° f(b) (4)
fla™b) = f(a)- f(b) ()
f(~"a) = ~ f(a). (6)

Zachodzenie warunku (6) zostato juz pokazane. Dwa pozostate warunki dowo-

dzimy, odwolujac sie do aksjomatu G10. Jezeli b = 1™ to wiemy juz, ze warunki sa
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spelnione. Zakladamy, sa one spetnione dla pewnego elementu m. Wtedy

fla™ (m+M 1) = fa+"m) +1¢
= (f(a) +% f(m)) +¢1°
= fla) 4% f(m+"1M).

Podobnie
fla+™ (m+™ ~M 1)) = fa+7 m)+€ ~¢ 1
= (f(a) +° f(m))+* ~* 1¢
= f(a) +% f(m+" ~™ 1),

Korzystamy teraz z faktu, ze f jest zachowuje operacje dodawania.

flaP(m+71M) = fla P m+™a)

I
—
—~

|
=

A takze
fla P (m47 A7 1)) =

(

(a

f(a) € f(m))+* ~€ fla)

(@) € (f(m) ¢~ 1%)
= fla) € flm+2 P 1T),

Trzeba jeszcze pokazaé, ze odwzorowanie f jest bijekcja. Niech a i b beda r6z-
nymi elementami uniwersum modelu 9 takimi, ze f(a) = f(b). Wtedy a <™ b lub
b <™ q. Zatem istnieje dodatni element s taki, ze a +™ s = b lub b +™ s = a. Za-
16zmy, ze zachodzi pierwszy przypadek (w drugim postepujemy analogicznie). Wtedy
fla)+¢ f(s) = f(b)i f(s) = 0, cojest sprzeczne z definicja funkgji f. Pozostaje pokazac,
ze odwzorowanie f jest surjekcja. Zakladamy, Ze istnieje element c € C taki, ze dla kaz-
degom € M, f(m) # c. Mozemy przyja¢, ze jest to element dodatni. Jezeli bowiem c
nie jest elementem dodatnim, to musi by¢ r6zny od 0¢. Wtedy ~¢ ¢ jest elementem do-
datnim. Gdyby istniat element m € M taki, ze f(m) =~% ¢, to f(~" m) =~%~% c =c.
Istnieje zatem najmniejszy element dodatni a € C nienalezacy do zbioru wartosci od-
wzorowania f i musi on by¢ rézny od 1¢. Zatem istnieje element dodatni b taki, ze
b +% 1% = a. Dla elementu b istnieje element d € M taki, ze f(d) = b. Wtedy jednak
f(d+T 1) = f(d) +%1¢ = b +% 1% = a. Sprzecznosé. O
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