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ZNACZENIE POJECIA ODRZUCANIA
WE WSPOLCZESNE] LOGICE!

- Karolina Rozko -

Abstrakt. Gléwnym celem artykutlu jest pokazanie, jak pojecie odrzucania zmieniato si¢ na gruncie
logiki w ciggu ostatnich kilkunastu lat. Idea odrzucania byla znana juz Arystotelesowi, ale do logi-
ki formalnej zastala wprowadzona przez Jana Lukasiewicza. Nastepnie pojecie to bylo wnikliwie
analizowane przez polskich logikéw skoncentrowanych wokoét Jerzego Stupeckiego. W ostatnim
czasie ukazalo sie kilka interesujacych artykuléw, ktére rzucaja nowe $wiatlo na te problematyke.
W tym artykule zarysowana zostanie historia pojecia odrzucania oraz pokazane zostana nowe
zastosowania systeméw odrzucania zaréwno na gruncie teoretycznym, jak i praktycznym.

Stowa kluczowe: Goré, Lukasiewicz, Postniece, Skura, Stupecki, zastosowania, wyprowadzanie,

metalogika, systemy odrzucania, rachunek sekwentéw.

Gléwnym celem artykutlu jest pokazanie, w jaki sposéb pojecie odrzucania
bylo rozwijane w ciggu ostatnich kilkunastu lat i jaka role petni obecnie w logice.
Pojecie odrzucania zostalo wczesniej poddane wnikliwej analizie przez szkote
opolska skoncentrowang wokot Jerzego Stupeckiego. Od tego czasu ukazaly sie
interesujace artykuly, ktére rzucaja nowe $wiatlo na te problematyke. Celem arty-
kutu nie jest dostarczenie pelnego przegladu ewolucji badani nad systemami od-
rzucania w logice, lecz jedynie zwrdcenie uwagi na pewne interesujace wyniki.

W pierwszej czesci artykulu zarysowana zostaje historia pojecia odrzuca-
nia. W drugiej czedci przedstawiono najistotniejsze powody, dla ktérych warto
bada¢ systemy odrzucania. Trzecia czes¢ artykutu dotyczy zastosowan regul od-
rzucania. W tej czeSci przyblizone zostaja najwazniejsze zalozenia mieszanego sys-
temu aksjomatycznego dla Bi-intuicjonistycznej logiki zaproponowanego przez
Rajeeva Goré i Linde Postniece? Nastepnie pokazano zastosowanie odrzucania

przez Camilla Fiorentiniego do stworzenia procedury decyzyjnej dla logiki 543

1 Autorka chcialaby podziekowaé anonimowemu recenzentowi oraz dr hab. Tomaszowi Skurze,
prof. UZ (z Instytutu Filozofii Uniwersytetu Zielonogoérskiego) za cenne uwagi, ktére pozwolity
ulepszy¢ artykul.

2 Goré, Postniece [2008].
3 Fiorentini [2012].
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Jako ostatni przyklad opisano zastosowanie odrzucania (w wezszym znaczeniu

tego pojecia) przez George'a Weissenbachera do znajdowania interpolantéw*

1. Historia pojecia odrzucania na gruncie logiki formalnej

Pojecie odrzucania zostalo wprowadzone do logiki formalnej przez Jana
Lukasiewicza. W swojej pracy poswieconej badaniu sylogistyki Arystotelesa Lu-
kasiewicz zwrécit uwage na fakt, ze sposrod dwoch aktéow intelektualnych
(uznawania oraz odrzucania zdan), jedynie idea uznawania byta nalezycie badana
na gruncie logiki> Wyraza ona oczywiste przeSwiadczenie, ze zdania prawdziwe
muszg by¢ uznawane. Analogicznie, zdania falszywe nalezy odrzuci¢. Lukasie-
wicz zwrécit uwage, ze réwniez inne poprawne wyrazenia systemu logicznego
np. funkcje zdaniowe, ktére nie sa ani prawdziwe, ani falszywe, powinny by¢ od-
rzucone. Najprawdopodobniej Arystoteles zdawal sobie sprawe z tego faktu, gdyz
odrzucit wiekszos¢ niepoprawnych form sylogistycznych wskazujac na konkretne
terminy, ktére je obalaly. Takie podejscie jest jednak niewlasciwe z perspektywy
logiki formalnej, dlatego tez Lukasiewicz zaproponowal, aby odrzuci¢ wszystkie
niepoprawne formy sylogistyczne przez zastosowanie regul odrzucania do figur
odrzuconych aksjomatycznie. Skonstruowany w ten sposéb pierwszy system od-

rzucania skladat sie z dwéch aksjomatéw oraz dwoch regut:

a) reguly odrzucania przez odrywanie: ,Jesli zostala uznana implikacja »Je-
8li a, to P«, lecz zostal odrzucony jej nastepnik f, to jej poprzednik a takze

musi by¢ odrzucony”®.

b) reguly odrzucania przez podstawienie: ,Jesli  jest podstawieniem a, i

zostalo odrzucone, to a takze musi by¢ odrzucone””.

Na gruncie tego systemu mozna obali¢ wszystkie niepoprawne tryby sylo-
gistyczne, a na gruncie systemu aksjomatycznego mozna uznaé wszystkie formuty
logicznie prawdziwe. Stupecki udowodnit jednak, ze dodatkowo istnieje nieskon-
czenie wiele wyrazeni sensownych, o ktérych nie mozna rozstrzygnac na gruncie
zaproponowanych systemoéw, czy sa prawdziwe czy falszywe. Dopiero uzupet-
nienie systemu odrzucania o regule Stupeckiego uczynilo sylogistyke Arystotelesa
rozstrzygalna z perspektywy logiki formalnej. Sens tej reguly jest nastepujacy:

4 Weissenbacher [2010].

5 Lukasiewicz [1988]. Praca ta ukazala sie w jezyku angielskim w 1951 r. Wydanie polskie z 1988 r.
jest jej ttumaczeniem.

6 Lukasiewicz [1988] s. 129-130.
7 Ibidem, s. 130.
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Jesli y nie wynika ani z a, ani z 3, to nie moze tez wynika¢ z ich koniunkgcji, po-
niewaz niczego, co nie wynika z dwoéch przestanek przeczacych wzietych z osob-
na, nie mozna wyprowadzi¢ z ich koniunkgji®.

Systemy odrzucania staly sie nastepnie przedmiotem badan przede
wszystkim logikow zwigzanych ze Stupeckim. Do najciekawszych wynikéw
w tym czasie mozna zaliczy¢ prace Stupeckiego, Brylla i Wybraniec-Skardowskiej
The Theory of Rejected Propositions®, w ktérej dokonano badan na gruncie metodolo-
gii nauk empirycznych. Wykorzystujac zaréwno pojecie uznawania, jak i odrzu-
cania, scharakteryzowano, czym jest: zdanie empiryczne, hipoteza, uogélnienie
oraz wnioskowanie indukcyjne. Dzigki przeprowadzonej analizie autorzy doszli
do wniosku, ze systemy nauk empirycznych maja podstawowe wlasnosci takie
same jak systemy nauk dedukcyjnych. Grzegorz Bryll zebral wiekszos¢ osiggniec
grupy skoncentrowanej wokot Stupeckiego w monografii Metody odrzucania wyra-
zen10- Dokladnej analizie w tej monografii poddano miedzy innymi pojecie konse-
kwengji logicznej w kontekscie odrzucania. Bryll zebral réwniez najwazniejsze
wyniki zwigzane z aksjomatycznym odrzucaniem wyrazen!l, a takze opisal
uogolniona metode dedukcji naturalnej, w ktérej oprécz regul uznawania wyra-
zen stosuje sie tez reguly ich odrzucania. W tej metodzie dowody maja postac
drzew, ktérych galezie tworzy sie wedlug zasady koniunkcyjnej lub zasady alter-
natywnej. Jedyna regula dowodzenia jest reguta tworzenia dowodu nie wprost.
Ponadto przyjmuje sie zalozenie, ze zbiér aksjomatéw uznanych i zbiér aksjoma-
tow odrzuconych sg zbiorami pustymi'? Jest to metoda podobna do tzw. tablic
semantycznych. Podobne rozwigzanie rozwingl w swojej pracy doktorskiej Rafat
Dutkiewicz!3

Na Zachodzie pojecie odrzucania bylo badane przez takich myslicieli jak
Rudolf Carnap, Georg Kreisel czy Hilary Putnam. Zajmowali sie oni miedzy in-
nymi problemem znalezienia charakterystycznego systemu odrzucania dla logiki
intuicjonistycznej. Rozwigzanie tego problemu przedstawil Dana Scott!4, opisujac

nieskoriczong rodzine niestrukturalnych regut, ktére dodane do klasycznego sys-

8 Ibidem, s. 141.
9 Stupecki, Bryll, Wybraniec-Skardowska [1972].
10 Bryll [1996].

11 Celem artykutu nie jest wymienianie wszystkich prac, w ktérych autorzy sformutowali aksjoma-
tyczne systemy odrzucania dla kolejnych logik zdaniowych: od logiki intuicjonistycznej, przez
logike klasyczng, po logiki modalne K, Grzegorczyka, 54 itd.

12 Bryll [1996].
13 Dutkiewicz [1988].
14 Scott [1960].
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temu odrzucania Lukasiewicza stworzyly kompletny system odrzucania dla logiki
intuicjonistycznej. Ponadto Scott wprowadzil bardzo prosta metode udowadnia-
nia syntaktycznej zupelnosci systemu. Metoda wypracowana przez Scotta zostala
nastepnie z powodzeniem zaadaptowana przez Tomasza Skure, ktéry wypraco-
wal ogdlng metode otrzymywania aksjomatycznych systeméw odrzucanial®> Me-

toda ta sklada sie z nastepujacych krokéw:

a) Uzycia procedury redukujacej dowolng formute do postaci normalne;j.

b) Otrzymania reguly R, ktéra mozna zastosowac do postaci normalnej. Ta
regula wraz z klasycznym systemem odrzucania pozwala na odrzucanie
wyrazen.

c) Pokazania, ze kazda posta¢ normalna posiada albo dowdéd, albo odrzu-
cenie.

d) Sprawdzenia, czy regula R jest poprawna.

Podsumowujac, poczatkowo zaniedbane pojecie odrzucania stalo sie

przedmiotem rzetelnych badan.

2. Dlaczego systemy odrzucania sa wazne?

Istnieje wiele powodéw, dla ktérych warto bada¢ systemy odrzucania.
Po pierwsze, jak pokazano w pierwszej czesci artykutu, reguly odrzucania maja
znaczenie przy badaniu rozstrzygalnosci rachunkéw logicznych. Z formalnego
punktu widzenia rozstrzygalnos¢ mozna badac niejako od dwoch stron. Systemy
aksjomatyczne dla uznanych wyrazen pozwalaja na skonstruowanie dowodéw
tylko dla formul, ktére sa tezami, a wiec na mocy twierdzenia o pelnosci sa one
tautologiami’®. Jezeli jakiej$ formuly nie mozna dowieé¢ na gruncie takiego syste-
mu, oznacza to, ze albo nie potrafimy skonstruowaé dla niej dowodu (poniewaz
nasze narzedzia formalne sa niewystarczajace, np. procedura jest niewykonywal-
na w realnym czasie), albo nie jest ona tezg, a wiec nalezy ja odrzuci¢. Analogicz-
nie formuly majace dowdd na gruncie systemu odrzucania (czyli wyprowadzone
z aksjomatycznie odrzuconych wyrazeni za pomoca regul odrzucania) nie s teza-
mi, czyli nie sg tez tautologiami. Jezeli jakas formuta nie moze zosta¢ odrzucona
na gruncie systemu odrzucania, to oznacza, ze albo nie umiemy skonstruowac dla
niej odrzucenia, albo jest tezg, a wiec i tautologia. Ta symetria sprawia, ze w 0go6l-
nosci oba podejécia sa tak samo zasadne. Ale przy rozwazaniu poszczegdlnych

15 Skura [1999].

16 Zgodnie z twierdzeniem o petnosci kazda teza danego systemu logicznego jest tautologia oraz
kazda tautologia danego systemu logicznego jest teza.
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logik moga pojawi¢ sie réznice. Na przyklad Skura skonstruowal bardzo uzytecz-
ny system odrzucania na gruncie klasycznej logiki zdaniowej pozwalajacy na roz-
strzygniecie, czy dla danej formuly istnieje odrzucenie, czy tez dowod!”. System
ten charakteryzuje sie tym, ze wszystkie reguly odrzucania sa odwracalne oraz
kazda z ich przestanek jest prostsza od wniosku. Dzieki temu procedura rozstrzy-
gania, czy dane wyrazenie jest tezg czy nig nie jest, opiera sie na pewnego rodzaju
redukgdji i jest wolna od powtorzen charakterystycznych miedzy innymi dla meto-
dy tablic Betha zastosowanej dla klasycznej logiki zdaniowej. Podsumowujac, sys-
temy odrzucania pozwalaja nie tylko teoretycznie rozwigzaé¢ problem rozstrzygal-
nosci (przez umozliwienie skonstruowania listy nie-praw), ale réwniez sg jednym
z praktycznych narzedzi rozstrzygania czy dana formuta jest prawem logicznym,
czy nim nie jest!8.

Po drugie, bardzo czesto na bazie syntaktycznego odrzucania mozna skon-
struowac semantyczne odrzucenie, dzieki czemu systemy odrzucania moga by¢
uzyteczne przy konstruowaniu modeli i kontrmodeli. Przez model rozumiane jest
takie Boole'owskie wartoéciowanie, ktore kazdej zmiennej zdaniowej przyporzad-
kowuje wartos¢ 1 lub 0 i ktore jest rozszerzone na zlozone formuly za pomoca
regul wlasciwych dla danej logiki. Dane wartosciowanie jest nazywane kontrmo-
delem dla pewnej formuly A, gdy wartoé¢ przypisana tej formule zgodnie z regu-
tami obowigzujacymi dla danej logiki wynosi 0. W pracy What is a refutation sys-
tem?19. Skura poddat analizie relacje systeméw odrzucania do tzw. standardowych
metod (czyli modeli i tablic), w ktérych odrzucenie jest znajdowane w posredni
sposo6b (jako porazka w prébie uznania sprawdzanej formuty)- W swoim artykule
Skura doszed! do wniosku, ze kazde odrzucenie determinuje pewien kontrmodel,
a kazdy kontrmodel okresla pewne odrzucenie. Skura przedstawil dowod tego
twierdzenia, ktéry jednak nie bedzie przytaczany w tym artykule (zainteresowa-
nych czytelnikéw odsylam do wspomnianej wyzej pracy). W innych pracach Sku-
ra pokazal réwniez, jak na bazie syntaktycznego odrzucania skonstruowaé¢ modele
na przyklad dla logiki klasycznej?® oraz dla logiki modalnej K421,

Po trzecie, niektére z regut odrzucania sa regutami hybrydowymi tzn. skla-

daja si¢ zaréwno z czesci, w ktérej uznaje sie jakas przestanke (np. implikacje ,,Je-

17 Skura [2011].

18 Procedury te bezposrednio wynikaja z konstrukcji dowodu petnosci, w ktérym wykazuje sie, ze
na bazie danego systemu aksjomatycznego dowolng formule nalezy albo uznaé, albo odrzucic.
Szczegodtowy opis tych dowodéw mozna znalezé w pracach Skura [1999, 2002].

19 Skura[2013].
20 Skura [1999].
21 Skura [2002].
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§li a, to B”), jak i z czesci w ktoérej odrzuca sie inng przestanke (np. nastepnik p),
i dopiero kombinacja tych dwoch przestanek pozwala na odrzucenie wniosku (np.
poprzednika a). Taka posta¢ ma miedzy innymi regula odrzucania
przez odrywanie (nazywana odwrotnym modus ponens), ktéra zostala zapropono-
wana przez Lukasiewicza. Valentin Goranko zwroécil uwage na fakt, ze po zaak-
ceptowaniu istnienia takich regul naturalne jest rozpoczecie badafi nad hybrydo-
wymi regulami uznawania, czyli takimi ktérych przestanki bytyby zaréwno
uznawane, jak i odrzucane, a wniosek bylby uznany?? Takie podejscie jest bardzo
ciekawe z filozoficznego punktu widzenia, poniewaz otwiera nowe perspektywy
badania zaleznosci pomiedzy uznawaniem i odrzucaniem na poziomie metalo-
gicznym. Goranko zwraca uwage, ze polaczenie poje¢ uznawania i odrzucania
pozwala w prosty spos6b wyrazi¢ takie pojecia metalogiczne, jak niesprzecznosé
czy pelnosc¢ systemu logicznego. Goranko przedstawil tez mozliwe korzysci, jakie
przyniesie rozwijanie taczonych systeméw dedukcji na gruncie nauk komputero-
wych. Z filozoficznej perspektywy bardziej interesujacy wydaje sie wplyw, jaki
takie podejscie bedzie mialo na przyklad na gruncie badan nad jezykiem natural-
nym. Juz Arystoteles zauwazyl, ze racjonalna dyskusja podlega pewnym regutom.
W sytuacji kiedy dyskutant chce podwazy¢ stanowisko swojego adwersarza, moze
to zrobi¢ na dwa sposoby: albo udowodni¢ teze przeciwna, albo wykazaé blednos¢

rozumowania swojego rozméwcy, czyli odrzuci¢ jego wnioskowanie.

3. Przyklady zastosowania regul odrzucania

W tej czesci artykulu zaprezentowane zostang trzy zastosowania regut od-
rzucania. Pierwsze z nich wigze sie ze skonstruowaniem przez Rajeeva Goré
i Linde Postniece mieszanego rachunku sekwentéw. Drugie dotyczy skonstru-
owania przez Fiorentiniego algorytmu szukania dowodu lub odrzucenia dla da-
nego sekwentu dla logiki modalnej S4. Trzecie pokazuje, w jaki sposéb odrzucanie
(w waskim znaczeniu tego slowa) jest wykorzystane do znajdowania interpolan-
tow?3, co ma szczegdlne zastosowanie w automatycznej weryfikacji oprogramo-

wania.

22 Goranko [1994].

2 Twierdzenie o interpolacji zostalo udowodnione w 1957 r. przez Williama Craiga [1957]. Zgod-
nie z tym twierdzeniem, jeéli mamy dwie formuly A i B takie, Ze zachodzi miedzy nimi relacja:
,B wynika logicznie z A” oraz A i B maja jakies wspodlne zmienne zdaniowe, to istnieje formuta
C (nazwana interpolantem), ktéra jest zbudowana ze zmiennych wystepujacych zaréwno w for-
mule A, jak i B, ktéra ponadto speinia nastepujacg zaleznos¢: ,C wynika logicznie z A” oraz
B wynika logicznie z C”.
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W artykule Combining Derivations and Refutations for Cut-free Completeness in
Bi-intuitionistic Logic Goré i Postniece zaprezentowali aksjomatyczny system se-
kwentow?*, w ktérym wystepuje zar6wno uznawanie, jak i odrzucanie wyrazen?.
Systemy odrzucania (zachowujace wtasnos¢ bycia nie-prawem) byty do tej pory
badane jako odrebne systemy aksjomatyczne, komplementarne w stosunku do
systemOw aksjomatycznych zachowujacych wiasnosé bycia prawem. Na przyktad
rachunek CRIP (Calculus for Refutation of Intuitionistic Propositions) zapropo-
nowany przez Pinto i Dyckhoffa jest dopelnieniem systemu aksjomatycznego LJT*
dla IPL (Intuitionistic Propositional Logic)?¢- Razem pozwalaja one w prosty spo-
s6b pokaza¢, ze dla dowolnego sekwentu istnieje albo dowé6d (na mocy systemu
LJT*), albo odrzucenie (na mocy systemu CRIP), ale nigdy oba naraz.

Jak wspomniano w czeéci II artykulu, Goranko zwrécit uwage na fakt, ze
niektére reguly odrzucania maja hybrydowy charakter, a badanie wzajemnych
zwigzkéw miedzy uznaniem iodrzucaniem w ramach jednego systemu moze
przynieé¢ bardzo ciekawe wyniki. Praca Rajeeva Goré i Lindy Postniece faktycznie
pokazuje potencjal tkwiacy w systemach tego typu. Podstawowymi pojeciami tego
systemu s3: sekwent oraz antysekwent. Sekwent rozumiany jest w tradycyjny spo-
sOb, tzn. jest on logicznie prawdziwy (w modelu), gdy spelniony jest nastepujacy
warunek: jesli wszystkie elementy zbioru poprzednikéw sa prawdziwe, to przy-
najmniej jeden element ze zbioru nastepnikéw jest prawdziwy. Antysekwent zde-
finiowany jest nastepujgco: istnieje taki model, w ktérym wszystkie elementy
zbioru poprzednikoéw sa prawdziwe, a wszystkie elementy ze zbioru nastepnikéow
sa falszywe. Wykorzystujac te pojecia Goré i Postniece oparli swoj system na
trzech aksjomatach oraz jednym antyaksjomacie. Podczas konstruowania dowo-
déw na gruncie tego systemu wtasnoé¢ bycia sekwentem lub antysekwentem jest
przenoszona w doét drzewa (az do korzenia) za pomoca wprowadzonych regul.
Otrzymujemy wyprowadzenie dla danego sekwentu, gdy korzen jest sekwentem
w tradycyjnym ujeciu, a odrzucenie, gdy korzen jest antysekwentem. Reguly za-
proponowane przez Rajeeva Goré i Linde Postniece maja charakter hybrydowy,
na przyktad regula dotyczaca wystepowania koniunkgji formul po prawej stronie

sekwentu moze mie¢ nastepujace cztery formy:

1) obie przestanki sa sekwentami i wniosek tez jest sekwentem;

2 Rachunek sekwentéw zostat stworzony przez Gentzena w 1934-35 r. Nastepnie byt on rozwijany
przez Gentzena i jego kontynuatoréw.

25 Goré, Postniece [2008].
2 Pinto, Dyckhoff [1995].
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2) pierwsza przestanka jest sekwentem, druga jest antysekwentem, a wnio-
sek jest antysekwentem;
3) pierwsza przestanka jest antysekwentem, druga jest sekwentem, a wnio-
sek jest antysekwentem.

4) obie przestanki sa antysekwentami i wniosek tez jest antysekwentem.

Przedstawione wyzej formy nie wyczerpuja jednak wszystkich mozliwych
kombinacji pomiedzy uznawaniem i odrzucaniem wyrazen. Goré i Postniece po-
kazujg, ze w pewnych szczegélnych przypadkach mozna z sekwentu i antyse-
kwentu jako przestanek otrzymac sekwent jako wniosek. Ponadto skonstruowany
w ten sposob system ma konkretne zastosowanie praktyczne. Latwo na jego grun-
cie stworzy¢ procedure rozstrzygajaca dla dowolnego sekwentu, czy ma on zostac¢
uznany czy odrzucony, co pozwala jednocze$nie automatycznie stworzy¢ odpo-
wiadajgce mu drzewo.

Goré i Postniece zwracaja uwage, ze chociaz zlozonos¢ obliczeniowa za-
proponowanej przez nich metody rozstrzygania dla logiki Bi-intuicjonistycznej
wynosi O(2™m), to posiada ona cechy wyrdzniajace ja na tle tradycyjnych metod.
Przede wszystkim wyraza ona pewne intuicje metalogiczne zwigzane z pojeciami
uznania i odrzucania wyrazen. Ponadto w prosty sposob pozwala otrzymac nie
tylko klasyczny dowod pelnosci, ale rowniez pokazac¢ petnoéé dla wyrazen odrzu-
conych. Wydaje sie, ze dalsze badanie rachunkéw tego typu z pewnoscia przynie-
sie korzysci zar6wno pod wzgledem teoretycznym, jak i praktycznym.

Fiorentini w artykule Terminating sequent calculi for proving and refuting for-
mulas in S4 przedstawil dwa rachunki sekwentéw dla logiki modalnej S4: GS4 za-
chowujacy wlasnos¢ bycia prawem oraz RS4 zachowujacy wlasnos¢ bycia
nie-prawem?’”- Oba rachunki posiadaja dwie kluczowe wlasnosci: po pierwsze wy-
stepujace w nich reguly sa malejace tzn. po zastosowaniu reguty do danego se-
kwentu otrzymany sekwent jest prostszy, po drugie reguly zachowuja staba wia-
sno$¢ podformuly, tzn. sekwenty otrzymane po zastosowaniu regul do danego
sekwentu sa zbudowane tylko z formut wystepujacych w tym sekwencie. Wiasno-
ci te wynikaja z rozszerzenia przez Fiorentiniego jezyka logiki S4 o dwa nowe
spojniki modalne. Dodatkowo Fiorentini zastosowal reguty uznawania (dla GS4)
oraz odrzucania (dla RS4) do postaci normalnych w stylu Mintsa?, zwroécit jednak
uwage na fakt, ze takie podejécie nie zmniejsza og6lnosci jego rozwazan, ponie-

waz dowolny sekwent moze zosta¢ sprowadzony do postaci normalnej. Jedna

% Logika modalna 54 semantycznie jest charakteryzowana przez klase modeli Kripkego z relacjg
osiggalnosci zwrotnag i przechodnia.

28 Mints [1988].

122



Karolina Rozko » Znaczenie pojecia odrzucania we wspotczesnej logice

z takich procedur opisana jest w Appendiksie A do wspomnianego artykutu. Wy-
korzystujac rachunki G54 oraz RS4 Fiorentini skonstruowat algorytm pozwalajacy
dla danego sekwentu (w postaci normalnej) otrzymac albo dowéd (w GS4), albo
odrzucenie (w RS4). Zaproponowana przez niego procedura jest skoriczona oraz
bardzo efektywna, dzieki wykorzystaniu dodatkowych spdéjnikéw rozszerzaja-
cych jezyk logiki S4.

Podsumowujac, poszukiwanie dowodéw dla logiki S4 nie jest tatwe ze
wzgledu na relacje przechodniosci, ktéra doprowadza do wystgpienia nieskon-
czonych sekwencji w dowodzie. Metoda najczesciej stosowang do obejscia tego
problemu jest tzw. , loop-checking”, ktéry polega na tym, ze po wystapieniu tego
samego sekwentu dwa razy na danej galezi szukanie dowodu jest przerywane.
Wykorzystujac rachunki GS4 oraz RS4, dzieki posiadaniu malejacych regut
oraz zachowywaniu stabej wtasnosci podformuly, Fiorentini rozwigzal ten pro-
blem w prostszy ibardziej intuicyjny sposéb, otrzymujac elegancka procedure
decyzyjna dla logiki 54.

Trzecim przykladem zastosowania odrzucania jest wykorzystywanie regut
odrzucania na gruncie nauk komputerowych. W literaturze pojecie odrzucania
wykorzystywane jest rowniez w wezszym znaczeniu, niz przedstawione w tym
artykule, jako wyprowadzenie fatszu. W takim sensie jest ono uzyte na przyktad
przez Weissenbachera. W swojej pracy doktorskiej Weissenbacher zwrécit szcze-
gblng uwage na role odrzucania w znajdowaniu interpolantéw, co jest wykorzy-
stywane w jednej z metod automatycznej weryfikacji oprogramowania. Uzytecz-
noé¢ interpolantéw w tej dziedzinie zostala zauwazona dopiero niedawno, ale jest
ona obecnie bardzo rozwijana. Oprécz znajdowania interpolantéw bardzo istotne
jest tez znajdowanie kontrprzykiadéw, co pozwala na identyfikacje bledow
w programach, ktére negatywnie przeszly weryfikacje. W swojej pracy Weissen-
bacher przedstawia nowga technike znajdowania interpolantéw z dowodéw od-
rzucania, ktéra od wczesniejszych metod rézni sie tym, ze pozwala na otrzymanie
wielu interpolantéw dla danej formuly. Jednoczeénie pozwala ona na okreslenie
sity otrzymanych interpolantéw. Ogoélnie metoda ta opiera si¢ na wykorzystaniu
alternatywnego sformutowania twierdzenia Craiga (nazywanego twierdzeniem
Craiga-Robinsona), zgodnie z ktérym:

Jesli A i B sa zamknietymi formutami logiki kwantyfikatoréw oraz z ko-

niunkcji A i B wynika falsz, to wéwczas istnieje taka zamknieta formuta I,
ze z formuly A wynika formuta I, a z formuty B wynika negacja formuty I,

123



Karolina Rozko » Znaczenie pojecia odrzucania we wspotczesnej logice

za$ wszystkie funkcje i predykaty wystepujace w formule I wystepuja za-

réwno w formule A, jak i w B¥:
Otrzymany w ten spos6b interpolant czesto jest nazywany ,odwrotnym interpo-
lantem”, poniewaz jest to faktycznie interpolant dla formuly A oraz negacji for-
muly B. Wykorzystujac alternatywne sformulowanie twierdzenia Craiga mozna
dla danej pary formut A i B otrzymac interpolant z dowodu odrzucania dla ko-
niunkcji formuly A oraz negacji formuty B%. Laura Kovécs i Andrei Voronkov po-
kazali, ze taka procedura moze zosta¢ wykonana w liniowym czasie, jesli kazde
wnioskowanie w dowodzie jest lokalne®!. Wnioskowanie nazywamy lokalnym ze

wzgledu na formuly A i B, jesli spelnione sg nastepujace warunki:

(i) albo przestanki i wniosek sa podzbiorem jezyka formuty A, albo prze-
stanki i wniosek sg podzbiorem jezyka formuty B;

(ii) jesli wszystkie przestanki wnioskowania zawieraja jedynie zmienne
wspoélne dla formut A i B, to wniosek réwniez zawiera wylacznie zmienne

wspolne dla formut A i B32

Weissenbacher w swojej pracy zaadoptowal to podejécie do znajdowania interpo-
lantéw na gruncie bit-wektorowej arytmetyki33. Dzieki temu moégt te metode wy-
korzysta¢ w procedurze automatycznej weryfikacji oprogramowania. Przyklad ten

pokazuje, ze odrzucanie jest uzyteczne réwniez na gruncie nauk komputerowych.

4. Podsumowanie

Na poczatku XX wieku pojecie odrzucania nie bylo badane ani pod katem
teoretycznych, ani praktycznych zastosowan. Pierwsze powazne badania rozpo-

czeli Lukasiewicz, Stupecki oraz ich uczniowie. Po wnikliwej analizie na gruncie

29 Weissenbacher [2010] s. 79.

30 Aby to osiagna¢ wprowadza sie kilka dodatkowych zalozeni. Po pierwsze, wprowadza sie poje-
cie czesciowych interpolantéw znajdowanych dla poszczegélnych fragmentéw dowodu odrzuca-
nia. Po drugie, dowéd odrzucania musi mie¢ okreslong strukture tzn. wszystkie wystepujace
w nim wnioskowania musza by¢ lokalne. Po trzecie, wykorzystuje sie tzw. regule rezolucji.

31 Kovéacs, Voronkov [2009].
32 Ibidem, s. 203.

3 Bit-wektorowa arytmetyka pozwala na formalizacje operacji logicznych wykonywanych przez
oprogramowanie komputerowe. Sklada sie z terméw, atoméw i formut zbudowanych przy uzyciu
standardowych spéjnikéw logicznych oraz pewnych spdéjnikéw matematycznych. W opisie seman-
tycznym uwzgledniony jest fakt, ze komputery przechowuja wartosci zmiennych w postaci binar-
nych reprezentacji (czyli stanu 0 lub 1). Z kolei operacje na binarnych reprezentacjach sa okreslone
przez ich implementacje na poziomie bramek procesora. Analiza wnioskowan na gruncie teorii bit-
wektorowej pozwala miedzy innymi na okre$lenie, czy dla danej operacji logicznej nie dojdzie do
przepetnienia; Weissenbacher [2010].
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teoretycznym odrzucanie zaczeto postrzegac jako uzupelnienie uznawania. Kolej-
ne badania pokazaly potencjal ptynacy z mozliwosci alternatywnego opisania cze-
ci pozytywnej systemu logicznego. Przede wszystkim zaowocowalo to eleganc-
kim udowodnieniem petnosci wielu systeméw logicznych oraz mozliwoscig skon-
struowania prostych procedur rozstrzygania czy dana formutla jest prawem, czy
jest nie-prawem.

W latach 90. coraz czesciej pojecie odrzucania stosowane jest w celu roz-
wigzywania konkretnych probleméw na gruncie logiki. Goranko zwrécit uwage
na potencjal tkwigcy w analizie regut hybrydowych wykorzystujacych zaréwno
odrzucanie jak i uznawanie przestanek. W sposéb praktyczny podejécie to zostato
wykorzystane przez Rajeeva Goré i Linde Postniece do skonstruowania mieszane-
go systemu aksjomatycznego dla logiki Bi-intuicjonistycznej.

W latach 90. zaczeto réwniez konstruowac coraz liczniejsze uzupelniajgce
sie¢ rachunki uznawania oraz rachunki odrzucania. Przyktadem takiego systemu
jest rachunek odrzucania CRIP skonstruowany przez Pinto i Dyckhoffa, ktéry jest
dopelnieniem aksjomatycznego systemu dla logiki intuicjonistycznej. Obecnie ta-
kie podejscie jest nadal rozwijane. Jednym z przyklad6éw jest praca Fiorentiniego,
w ktorej opisal dwa uzupelniajace sie rachunki sekwentow: GS4 oraz RS4. Dzieki
wprowadzeniu dodatkowych spéjnikéw modalnych Fiorentini stworzyl efektyw-
ny algorytm pozwalajacy w skoniczonym czasie dla danego sekwentu logiki mo-
dalnej 54 otrzymac¢ albo dowéd, albo odrzucenie (odrzucenie nie jest porazka
w znalezieniu dowodu i dowéd nie jest porazka w znalezieniu odrzucenia).

Oprécz wyraznych zastosowan na gruncie czystej logiki, pojecie odrzucania
jest uzyteczne réwniez w innych dziedzinach naukowych w tym na gruncie nauk
komputerowych. Przykladem moze by¢ rola odrzucania (w wezszym znaczeniu
tego pojecia) w metodzie znajdowania interpolantéw z dowodéw odrzucania
przez stosowanie reguly rezolucji. Weissenbacher pokazat, ze metoda ta jest bar-
dzo skuteczna na gruncie arytmetyki bit-wektorowej do znajdowania wielu inter-

polantéw dla zadanej pary formut.
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