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MODALNY STATUS ZDAN MATEMATYCZNYCH

- Daniel Chlastawa -

1. WPROWADZENIE

W tradydji filozoficznej zdania matematyczne czesto byly traktowane jako
sztandarowy przyklad zdann pewnych i prawdziwych w sposéb konieczny. Dla
wyjasnienia tego tajemniczego i fascynujacego fenomenu niektoérzy filozofowie
sformutowali koncepcje lezace u podstaw znacznie ogodlniejszych i daleko idacych
w swych konsekwencjach systemow, jak platoniska teoria idei czy kantowska filo-
zofia transcendentalna. Inni natomiast, jak Descartes czy Spinoza, usitowali nada¢
tilozofii posta¢ matematyczng w nadziei, Ze osiggniecie przez twierdzenia filozo-
ficzne pewnosci i koniecznosci wlasciwej matematyce pozwoli usuna¢ niekoncza-
ca sie spornos¢ tych twierdzen. Istnieli i istnieja jednak réwniez tacy, ktérzy stara-
ja sie niejako odczarowac fenomen zdari matematycznych, jawiacy sie innym jako
niemal mistyczny i prowadzacy do konsekwencji antynaturalistycznych, jak u Pla-
tona i Kanta. Jedni, jak Hume i neopozytywisci, utrzymuja, ze zdania matema-
tyczne sa wprawdzie pewne i konieczne, ale za cene tego, ze sa prawdami pustymi,
ze szczegblne wlasciwosci epistemologiczne tych zdar wynikaja z ich analityczno-
Sci. Jeszcze bardziej radykalni filozofowie, jak John Stuart Mill, kwestionuja nawet
zalozenie o pewnosci i koniecznoéci jakichkolwiek zdan matematycznych. Wedtug
Milla przedmioty, o ktérych sie¢ w tych zdaniach méwi, sa SciSle rzecz biorac fik-
cjami, poniewaz w doswiadczeniu nie spotykamy nigdy linii bez szerokosci czy
plaszczyzn bez grubosci; w najlepszym razie przedmioty te mozemy traktowaé
jako pozyteczne idealizacje, tak jak pojecie punktu materialnego w mechanice. Po-
jecia matematyczne wyprowadzone sa z doSwiadczenia, np. z postrzegania rze-
czywistych, fizycznych linii i plaszczyzn. Matematyka jest konieczna tylko w tym
sensie, ze twierdzenia wynikaja w sposéb konieczny z aksjomatéw, ale same te
aksjomaty stanowia indukcyjne uogoélnienie doswiadczen zmystowych, w zwigz-
ku z czym zaréwno aksjomaty, jak i ich konsekwencje sa niepewne i niekoniecz-
nel. Filozofowie odrzucajacy podejscie Milla i nie zadowalajacy sie rozwigzaniem

konwencjonalistycznym kwestionuja zatozenie, by Zrédlem matematyki byto do-

1 Zob. Mill [1962] s. 347-353.
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Swiadczenie zmystowe, zakladajac istnienie pewnego rodzaju intuicji matema-
tycznej. Dla empirystow jednak postulaty takie sa nieuprawnionymi hipotezami
ad hoc. Empirysta millowski jest fallibilista, dopuszcza bowiem korygowalnosc¢
zdan matematycznych przez do$wiadczenie, powoltujac sie m.in. na fakt powsta-
nia geometrii nieeuklidesowych. Jest tez kontyngentystg, odmawiajacym zdaniom
tym koniecznosci badz wrecz kwestionujac samo pojecie koniecznosci jako metafi-
zyczne i empirycznie nieuprawnione, a nawet bezsensowne. Takie podejscie jest
jednak intuicyjnie mato zadowalajace: trudno nam nie zgodzi¢ sie z teza, ze o ile
Cezar mdgt nie zosta¢ zamordowany, to jednak liczba 9 nie mogtaby by¢ parzysta,
niezaleznie od tego, jak bardzo odmienne od faktycznych warunki miatyby
zachodzié. Aby uczyni¢ tej intuicji zadoé¢, nalezaloby znalez¢ wiarygodng, nie-
millowska teorie badz o charakterze konwencjonalistycznym, badz apriorystycz-
nym. Jeéli jednak nawet uporamy sie z epistemologia, to wciaz moga istnie¢ pew-
ne kontrprzyklady dla tezy, ze wszystkie zdania matematyczne sa konieczne.
Przedstawie i dokonam analizy trzech takich kontrprzykladéw: (1) odwotujacy sie
do przygodnych relacyjnych wilasnosci empirycznych, (2) odwolujacy sie do wilasnosci
wynikajacych z konwencjonalnych reprezentacji, (3) odwolujacy sie do relatywi-
zacji do modelu. Zaznaczam przy tym, ze nie sg to (przynajmniej wedlug mojej
wiedzy) argumenty dyskutowane w literaturze, lecz mozliwe kontrprzykiady,
jakie nasunety sie autorowi podczas rozwazan nad zagadnieniem. Niezaleznie od
tego, czy sa one szerzej omawiane i faktycznie przez kogo$ wykorzystywane jako
kontrprzyktady dla tezy o koniecznosci wszystkich zdafi matematycznych, moja
intencja jest ich podwazenie lub przynajmniej ostabienie.

Nie zamierzam podawac (rownoéciowej) definicji, czym jest zdanie mate-
matyczne, poniewaz to wymagatoby (réwnosciowego) zdefiniowania, czym jest
matematyka, a to nie wydaje si¢ ani mozliwe, ani potrzebne. Ogranicze si¢ do pa-
radygmatycznych przykladow zdan o liczbach rzeczywistych czy o zbiorach.
Moéwiac, ze zdania matematyczne s konieczne, ma si¢ na mysli to, ze sa one albo
koniecznie prawdziwe, albo koniecznie falszywe, co oddaja np. nastepujace for-
muly:

a)opyvo-p

b) (p~nop) v (=p A D=p)

) (p=0p) A (=p=0=p)

Teze, ze wszystkie zdania matematyczne s konieczne, mozna wyrazi¢ tez jako

poglad, ze wszystkie prawdy matematyczne sq prawdami koniecznymi.
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2. ARGUMENT Z PRZYGODNYCH RELACYJNYCH WEASNOSCI EMPIRYCZNYCH

We wspolczesnej filozofii pojecia mozliwosci i koniecznosci oraz zdania
zawierajace te pojecia w formie jednoargumentowych operatoréw zdaniowych
standardowo objasnia sie w intuicyjnej i porecznej semantyce swiatéw mozliwych:
zdanie jest mozliwe, gdy jest prawdziwe przynajmniej w jednym $wiecie mozli-
wym, konieczne - gdy jest prawdziwe w kazdym $wiecie mozliwym. Taki aparat
pojeciowy pozwala réwniez zdefiniowaé pewne pojecia metafizyczne: przedmiot
mozliwy to taki, ktéry istnieje w przynajmniej jednym $wiecie, przedmiot ko-
nieczny istnieje w kazdym $wiecie. Fakt, Ze jeden przedmiot moze istnie¢ jedno-
czeénie w wielu $wiatach sprawia, ze mozna moéwi¢ o trans$wiatowej
(nie)identycznosci przedmiotéw, czyli (nie)identycznosci ,w poprzek” Swiatéw
mozliwych?. Cechami istotnymi (esencjalnymi) przedmiotu sa te cechy, ktére
przedmiot posiada we wszystkich $wiatach, w ktérych istnieje; cechami przygod-
nymi (akcydentalnymi) natomiast te cechy, ktére nie sa istotne3. Bycie cztowie-
kiem jest cecha istotna Cezara, poniewaz w kazdym $wiecie, w ktérym Cezar
w ogole istnieje, jest cztowiekiem; natomiast bycie zdobywca Galii nie jest jego
cecha istotna.

Jak wyglada sprawa obiektéw matematycznych takich jak liczby? Istnieja
dwie typowe koncepcje istnienia tych bytéw. Wedlug pierwszej, realistycznej, sg
one czyms$ na ksztalt idei platoriskich, istniejgcym niezaleznie od umystu. Wedtug
drugiej, konstruktywistycznej czy antyrealistycznej, sa one konstrukcjami umystu,
a wiec bytami od umystu zaleznymi, przy czym zalezno$¢ te mozna pojmowac na
wiele sposoboéw, mocniej lub stabiej - jako byty istniejace wylacznie w aktach
umystu lub jako wytwory tych aktéw, konstytuowane przez nie, ale uzyskujace
egzystencje samodzielng*. Niezaleznie od tego, kazdy konstruktywizm uznaje
przedmioty matematyczne za pochodne wzgledem umysiu, w zwiazku z czym
bez watpienia nie zgodzi si¢ na teze, ze przedmioty te istnieja w kazdym $wiecie
mozliwym - nie uzna bowiem ich istnienia w $wiatach, w ktérych nie ma w ogoéle
zadnych umysiow (chyba ze przyjmie sig, jak Leibniz, istnienie Boga jako bytu
koniecznego, myslacego o prawdach matematycznych we wszystkich $wiatach,

bylaby to jednak dos¢ radykalna modyfikacja sensu konstruktywizmu). Jesli

2 Nalezy pamietad, ze pojecia przedmiotu (czysto) mozliwego i transswiatowej identycznosci rodza
rozmaite watpliwosci. Postugujemy sie nimi dla prostoty i wygody rozwazar.

3 Podane tu pojecie istoty jako cechy istotnej odpowiada tradycyjnemu szkotystycznemu pojeciu
haecceitas, czyli istoty indywiduowej. Mozna réwniez rozwazaé istote rodzajowa, quidditas, czyli
zespot cech, ktérych posiadanie jest koniecznym i wystarczajacym warunkiem podpadania pod
dany rodzaj, oraz istote w zupetnie innym znaczeniu, jako essentia, czyli przeciwienistwo istnienia.

4 Zob. Murawski [2001] s. 123.
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przedmioty matematyczne nie istnieja we wszystkich §wiatach, to zdania méwia-
ce co$ o tych przedmiotach nie moga by¢ konieczne (chyba ze przyjmie sie jakie$
ostabione rozumienie koniecznoéci, np. polegajace na tym, ze ograniczamy sie do
Swiatow, w ktérych przedmioty te istniejg). Rozwazmy wiec stanowisko reali-
styczne, akceptujace nieograniczong konieczno$é¢ zdan matematycznych i przyj-
rzyjmy sie, jakie problemy moga sie pojawi¢ na jego gruncie. Jezeli wszystkie
prawdziwe zdania dotyczace pewnego przedmiotu matematycznego sa koniecz-
ne, to przedmiot ten posiada wszystkie swoje cechy z koniecznoéci (i na odwrot),
wiec jego istota (rozumiana jako zbidr cech koniecznych) jest identyczna ze zbio-
rem wszystkich jego cech. Czy jednak wszystkie cechy przedmiotéw matematycz-
nych sa konieczne? Wydaje sie, ze nie, a kontrprzykladami beda chociazby
wszystkie cechy relacyjne dotyczace liczb i ich przygodnie istniejacych badaczy,
np. ludzi. Cecha bycia odkryta jako przestepna w 1882 roku przez Ferdinanda von
Lindemanna przystuguje liczbie m w naszym $wiecie, nie przystuguje jej natomiast
w wielu innych $wiatach, w zwiazku z czym zdanie wyrazajace przystugiwanie
liczbie 11 tej wlasnosci jest przygodnie prawdziwe5. Podobne przyklady mozna
rzecz jasna mnozy¢, i nie beda one zwigzane tylko z odkryciami, ale i np. z tym, ze
okreslony czlowiek w danej chwili w danym miejscu o jakiej$ liczbie mysli, po-
dziwia ja czy zapisuje jej symbol. Sa to wprawdzie cechy relacyjne, ale nie czyni to
ich nieskutecznymi kontrprzyktadami, poniewaz cechy relacyjne moga by¢ row-
niez konieczne - np. cecha bycia wigeksza od 3 przystugujaca liczbie . Wtasciwa
odpowiedz na te kontrprzyklady lezy gdzie indziej. Ot6z zdania przypisujace
przedmiotom matematycznym te cechy nie s3 w ogéle zdaniami matematyczny-
mi! Definicja zdania matematycznego jako zdania opisujacego przedmioty mate-
matyczne jest zbyt pochopna i powierzchowna. Aby ja naprawié, nalezy dodac
warunek, ze opisuje ono wylgcznie przedmioty matematyczne, ze jest ono zda-
niem zawierajagcym wylgcznie pojecia matematyczne. Zdania stwierdzajgce uwi-
klanie bytéw matematycznych w empirie nie s3 zdaniami matematycznymi, po-
niewaz nie nalezqg do matematyki, lecz do faktografii. Z tego wzgledu przygodnosc¢
tych zdan nie stanowi zadnego kontrprzykladu dla tezy o koniecznosci zdarh ma-

tematycznych.

5 Oczywiscie zakladamy tu, ze fakty empiryczne naszego $wiata s rzeczywiscie przygodne, ze
nasz $wiat nie jest jedynym swiatem mozliwym. Wbrew pozorom nie jest to trywialne zatozenie,
poniewaz odrzucaja je wszyscy necesytarianiéci, jak Spinoza i Leibniz. Mimo to nawet na gruncie
necesytarianizmu mozna nada¢ pewien sens twierdzeniu o przygodnosci tych faktéw, mianowicie
taki, iz mozemy sobie wyobrazi¢, ze one nie zachodzg, natomiast nie mozemy sobie wyobrazi¢
(a raczej pojac), by liczba 1 nie byta przestepna.
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Omoéwiony powyzej kontrprzyklad empiryczny narzuca sie najlatwiej, ale
i najlatwiej jest go podwazy¢. Moze jednak da sie sformutowac jakie§ mocniejsze
argumenty nieempiryczne? Dwa argumenty tego rodzaju, ktére za chwile oméo-
wie, wydaja sie bardziej obiecujace takze ze wzgledu na to, ze odwoluja sie do
wynikéw uzyskanych w matematyce wspoélczesnej, nieznanych dawnym apriory-
stom, w zwiazku z czym ich potencjalna sita rozwiewania zludzerr spowodowa-

nych niewiedza moze wydawac sie wieksza.

3. ARGUMENT Z WEASNOSCI WYNIKAJACYCH Z KONWENCJONALNYCH REPREZENTAC]I

W matematyce do drugiej polowy XIX wieku pojecie liczby naturalnej byto
pojeciem intuicyjnym. Liczby naturalne byty obiektami pierwotnymi w tym sen-
sie, ze nie definiowano ich przez odwotanie do innych obiektéw. Sytuacja ta ule-
gla zmianie, gdy Gottlob Frege zaproponowat definicje liczb naturalnych jako klas
rownolicznodci, czyli klas zbioréw majacych taka sama liczbe elementéw. Podob-
na definicje zaproponowal pézniej Bertrand Russell. Okazalo sie jednak, ze tak
zdefiniowane liczby sg zbiorami ,zbyt duzymi” i wraz z rozwojem teorii mnogo-
sci w jej postaci aksjomatycznej koncepcja ta zostala zarzucona. W latach dwu-
dziestych XX wieku John von Neumann przedstawit odmienne, znacznie prostsze
i realizowalne w zwyklej teorii mnogosci podejécie pozwalajace definiowaé nie
tylko liczby naturalne, ale i ogdlnie tzw. liczby porzadkowe, ktérych liczby natu-
ralne sa szczeg6lnym przypadkiem. Konstrukcja ta wyglada nastepujaco: przyj-
mijmy, ze liczba zero jest zbiér pusty, a kazda kolejna liczba naturalna jest zbio-
rem wszystkich liczb ja poprzedzajacych. Tak wiec:

0=0,

1={0} = {2},

2={0, 1} = {J, {9},

3={0,1,2} = {@, (D}, {D, (D}}, itd.

Przyjmujac takie okreSlenie mozna np. zinterpretowac relacje mniejszosci < mie-
dzy liczbami jako relacje nalezenia € miedzy zbiorami: przyktadowo, 1 < 2, po-
niewaz 1€{0, 1} = 2 (gdyz {J}e{F, {T}}). Konstrukcja taka nie jest jednak jedyna
mozliwga. Mozemy np. przyjaé, ze zero jest, jak u von Neumanna, zbiorem pu-
stym, a kazda kolejna liczba naturalna jest jednoelementowym zbiorem ztozonym
z jej bezposredniego poprzednika. Wobec tego:

0=¢,

1=10} = {2},
2={1} = {{2}},

3 =1{2} = {{{9}}}, itd.
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Powyzsza konstrukcja pochodzi od Ernsta Zermelo®. Relacji mniejszosci nie da sie
juz interpretowac jako zwykle nalezenie, lecz jako bardziej skomplikowang wla-
snosc¢: a < b, gdy a jest elementem b lub jest elementem elementu b, lub jest elemen-
tem elementu elementu b itd. Koncepcje te nie wyczerpuja jednak wszystkich
mozliwoéci - istnieje wiele (a nawet nieskoriczenie wiele) innych sposobéw na
zdefiniowanie liczb naturalnych, opierajacych sie na zblizonych konstrukcjach.
Przyklady owego ,pluralizmu” w matematyce mozna mnozy¢: kraty mozna defi-
niowa¢ zaréwno jako pewne struktury algebraiczne, jak i jako pewne struktury
porzadkowe, pare uporzadkowang (x, y) mozna okresla¢ réwnie dobrze jako zbior
{{x}, {x, y}}, jak i jako zbior {{{x}, D}, {{y}}}, a punkty geometryczne, traktowane kla-
sycznie jako obiekty pierwotne, mozna zdefiniowac jako klasy sfer koncentrycz-
nych o promieniach dazacych do zera.

Jakie plyna stad konsekwencje dla koniecznosci zdari matematycznych?
Mozna by argumentowac nastepujaco: zdanie ,2 = {J, {J}}”, bedace prawda na
gruncie konstrukcji von Neumanna, nie jest prawda konieczng, poniewaz jest fal-
szywe na gruncie koncepcji Zermelo i innych, za$ zdanie ,2 = {{J}}”, prawdziwe
u Zermelo, nie jest prawda u von Neumanna. I ogdlnie: istnieja zdania typu
.a =", prawdziwe w jednych systemach i falszywe w innych. Argument ten,
cho¢ bardziej obiecujacy od empirycznego (mamy tu do czynienia ze zdaniami
matematycznymi sensu stricto), jest rowniez btedny. Nalezy bowiem pamieta¢, ze
definicje liczb naturalnych poprzez konstrukcje w stylu podanych powyzej s tyl-
ko i wylacznie konwencjonalnymi reprezentacjami, a nie ontologicznymi redukcjami,
sprowadzajacymi byty, jakimi sa liczby, do bytéw, jakimi sa zbiory okreslonego
rodzaju. Ani definicja ,2 = {J, {J}}”, ani definicja ,2 = {{J}}” nie ujawnia , praw-
dziwej natury” liczby 2, definicje te nie konkuruja ze soba w zawodach na ujaw-
nianie natury czegokolwiek, bo sa konwencjami, wsréd ktérych nie mozna
wyrézni¢ zadnej wlasciwej (cho¢ zapewne mozna wyrézni¢ bardziej i mniej po-
reczne), i to nie dlatego, Ze jest to zadanie przekraczajace nasze mozliwosci
poznawcze, ale dlatego, ze wszystkie te interpretacje s3 w rownej mierze arbitral-
ne. Mozemy utozsamiac liczby naturalne nawet ze stosami kasztanow czy wigz-
kami patykoéw, byle tylko potaczenie (stos, wigzka itd.) dwoch indywiduéw do-
dane do potaczenia trzech indywiduéw tworzylo polaczenie pieciu indywidudw.
Stawianie obok siebie na jednej plaszczyznie dwéch réznych konstrukeji teorio-
mnogosciowych dla liczb naturalnych, czego dokonuje sie w argumencie przeciw-

6 Chociaz na gruncie takiego podejscia (w przeciwienistwie np. do konstrukcji von Neumanna) nie
jest mozliwe zdefiniowanie liczb porzadkowych nieskoriczonych, to nie stanowi to problemu, po-
niewaz w rozwazaniach tych interesuja nas wytacznie konstrukcje liczb naturalnych.



Daniel Chlastawa > Modalny status zdan matematycznych

ko koniecznosci, jest nieuprawnione, poniewaz konstrukcje te sa ze soba w pew-
nym sensie catkowicie niewspotmierne. W przeciwnym razie mozna by zestawiac ze
soba rowniez rézne systemy zapisu liczb naturalnych, np. dziesigtkowy i szost-
kowy, i stwierdzi¢, ze liczba osiem w jednym z tych zapiséw posiada zapis jedno-
cyfrowy, a w drugim dwucyfrowy. Jest to oczywiscie prawda, ale upatrywanie
w tym czegokolwiek zastanawiajacego, a moze nawet sprzecznosci, byloby niedo-
rzeczne. Rownie niedorzeczne jest przekonanie, jakoby rézne teoriomnogosciowe
konstrukcje liczb naturalnych byly ze soba niezgodne w jakims$ istotnym sensie
tego stowa, przy ktérym prawdy jednego systemu nie moga by¢ prawdami ko-
niecznymi. Konstrukcje te nie stuza, jak sie rzeklo, ujawnianiu natury liczb natu-
ralnych, dotad przed nami zakrytej, lecz stworzeniu interpretacji z pewnych
wzgledow wygodnej, majac pelna $wiadomos¢ jej konwencjonalnosci. Jesli juz
wyraznie zdecydujemy sie na jedna konstrukcje, np. von Neumanna, eliminujac
pozostale, to zdania prawdziwe na gruncie tej konstrukcji beda prawdami ko-
niecznymi. Pozostate konstrukcje nie beda sie w ogoéle liczyty jako kontrprzykia-
dy, poniewaz zostaly one wykluczone ex definitione na etapie okreslania funda-
mentéw teorii. Podobnie, przyjmujac konwencjonalnie dziesietny system zapisu
liczb naturalnych sprawiamy, ze prawdziwe zdania postaci ,rozwiniecie liczby
a ma n cyfr” beda prawdami koniecznymi, poniewaz w kazdym $wiecie mozliwym,
w ktérym dokona sie policzenia ilodci cyfr tego rozwiniecia w ukladzie dziesiet-
nym, dojdzie sie do tego samego, jednoznacznie okreslonego wyniku.
Argumentacje mozna by w tym miejscu zakoriczy¢, ale mozna ja tez konty-
nuowac i twierdzi¢, ze zdania identyfikujace liczby naturalne z pewnymi zbiorami
nie s3 w ogo6le, wbrew pozorom, zdaniami matematycznymi, a wiec gdyby nawet
byty przygodne, nie podwazaloby to tezy o koniecznoéci zdari matematycznych.
Wymagatoby to kolejnej rewizji definicji zdania matematycznego i uznania tych
zdani za co$ wiecej niz zdania zawierajagce wylacznie terminy matematyczne.
Mozna bowiem uznaé, ze ,rzeczywistymi” zdaniami matematycznymi (w tym
przypadku arytmetycznymi) sa zdania typu ,a <b”, ,a+b=c¢", ,a | b -c” itd,
natomiast zdania utozsamiajace liczby z pewnymi zbiorami to tylko pewne kon-
wencje, adekwatne o tyle, o ile zachowuja wartos¢ logiczng wszystkich , rzeczywi-
stych” zdan arytmetycznych. O ich ,nierzeczywistosci” §wiadczy m.in. to, ze do-
konuja one identyfikacji obiektow z dwoéch catkiem réznych porzadkow: liczb
i zbioréw. ,,Rzeczywiste” zdania arytmetyczne opisuja wlasnosci i relacje liczb istotne
dla arytmetyki, natomiast teoriomnogosciowe identyfikacje tego nie czynia.

Podobne podejScie reprezentuja przedstawiciele tzw. strukturalizmu matema-
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tycznego’, wedlug ktérych obiekty matematyczne, jak liczby, to tylko pozbawione
wewnetrznej natury ,miejsca w strukturach”, dla ktérych istotne sa wytacznie
cechy wynikajace z zajmowania danego miejsca. Z tego punktu widzenia mozna
uznadé, ze teoriomnogoséciowe identyfikacje liczb nie sg rzeczywistymi zdaniami
matematycznymi, poniewaz nie opisuja wlasnosci liczb zwigzanych ze znajdowa-
niem sie¢ w strukturze liczb naturalnych, lecz arbitralnie utozsamiaja te liczby
z pewnymi zbiorami - arbitralnie, gdyz do natury zadnej liczby nie nalezy bycie

pewnym zbiorem, jako ze liczby w ogoble nie posiadaja natury wewnetrzne;j.

4. ARGUMENT Z RELATYWIZACJI DO MODELU

Innym kontrprzykladem, wykorzystujacym wspotczesne wyniki formalne,
jest argument z relatywizacji do modelu. Najkrécej mozna go wyslowié¢ nastepuja-
co: niektore zdania matematyczne nie sa koniecznie prawdziwe, poniewaz nie sa
prawdziwe we wszystkich modelach. Przykladem moze by¢ teoriomnogosciowa
hipoteza continuum (continuum hypothesis, dalej w skroécie CH) gloszaca, ze nie
istnieje zbidr, ktérego moc bylaby wieksza od mocy zbioru liczb naturalnych
i mniejsza od mocy zbioru liczb rzeczywistych. Zostata ona sformulowana przez
Cantora, ktéry probowat jej dowieéé. Wysitki Cantora i innych byly bezskuteczne,
i nie mogto by¢ inaczej. W 1939 Kurt Godel udowodnit niesprzecznos¢ CH z teoria
mnogosci Zermelo-Fraenkla ZF, a w 1963 Paul Cohen wykazal niesprzecznos¢ ne-
gacji CH z ZF. Te dwa wyniki razem wziete prowadza do twierdzenia, ze CH jest
zdaniem nierozstrzygalnym na gruncie teorii ZF, a wiec zdaniem, ktérego w tej
teorii nie mozna ani udowodnié, ani obali¢. W jednych jej modelach jest ono
prawdziwe, a w innych falszywe8. Nie przysluguje mu wiec konieczna prawdzi-
WOSC.

Argument taki, w przeciwienstwie do dwoéch poprzednich, wydaje sie dos¢
wyrafinowany i niepodatny na szybka riposte. Jedna z nasuwajacych sie strategii
odpowiedzi mogtaby by¢ nastepujaca: w kazdym z modeli hipoteza continuum
posiada inne znaczenie, nie mamy tu wiec jednego zdania pozbawionego koniecz-
nej prawdziwosci, lecz wiele r6znych w istocie zdan, z ktérych kazde z osobna
moze by¢ koniecznie prawdziwe lub koniecznie falszywe. Gdybysmy zgodzili sie
na relatywizacje wartosci logicznej hipotezy continuum do modelu, to analogicz-

ny argument mozna by sformutowaé przeciwko koniecznej prawdziwosci zdania

7 Np. Resnik [1997].

8 Sciéle rzecz biorac nie mozemy méwi¢ o modelach teorii ZF, poniewaz nie dysponujemy dowo-
dem jej niesprzecznosci. Stwierdzenie to jest uprawnione tylko w tym sensie, ze jeéli teoria ta
w ogole posiada modele (a wiec gdy jest niesprzeczna), to sa wsrdéd nich takie, w ktérych CH jest
prawdziwe i takie, w ktérych jest falszywe.
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»2 +3 =5": wystarczy zinterpretowac symbol ,+” jako symbol mnozenia, a sym-
bol ,3” jako nazwe liczby cztery (pozostale symbole interpretujac standardowo),
by otrzymacé zdanie nie tylko nie bedace prawda konieczng, ale bedace po prostu
falszem. Kontrprzyklad taki bylby jednak humorystyczny: zdania nie sq obiektami
czysto syntaktycznymi, ktére mozna interpretowac¢ dowolnie, lecz obiektami wy-
posazonymi w pewne znaczenie. Kiedy za$ nadajemy zdaniu ,2 + 3 = 5” takie
znaczenie, jakie ono posiada faktycznie (tzn. dla normalnego uzytkownika jezy-
ka), to musi ono by¢ koniecznie prawdziwe. Podobnie powinno by¢ z hipoteza
continuum: kiedy nadamy jej dostatecznie precyzyjny sens, to bedzie ona praw-
dziwa lub falszywa, i to w spos6b konieczny (oczywiscie o ile jestesmy realistami
w sensie Michaela Dummetta, tzn. uznajemy, ze zdania niedowodliwe i nieobalal-
ne, jak CH wtasnie, moga posiada¢ jednoznacznie okreslong warto$¢ logiczng).
Zarysowana tu odpowiedz wydaje sie jednak zbyt uproszczona. Nie jest bowiem
jasne, czy CH rzeczywiscie posiada inne znaczenie w ré6znych modelach. Istnieje
silny i naturalny zwigzek pojecia modelu z pojeciem $wiata mozliwego. Wezmy
pod uwage zdanie ,Warszawa jest stolica Polski w 2010 roku” w jego faktycznie
ustalonym znaczeniu. Mozemy rozpatrywac to zdanie w réznych $wiatach moz-
liwych - w jednych z nich, np. w naszym, jest ono prawdziwe, w innych za$ jest
falszywe. Mimo to przechodzac od $wiata do $wiata nie zmieniamy sensu tego
zdania, pozostaje on parametrem stalym. Jak wyglada sprawa z CH i innymi zda-
niami matematycznymi? Jest to delikatna kwestia. W odniesieniu do tych zdan
(oraz ich zbioréw, czyli teorii) funkcjonuja pojecia (nie)standardowych, czyli
(nie)zamierzonych interpretacji i modeli. Rozwazmy arytmetyke Peano, stanowig-
ca formalizacje intuicyjnej arytmetyki liczb naturalnych. Teoria ta sformutowana
w jezyku I rzedu posiada wiele modeli®, wéréd ktorych znajduja sie modele nie-
izomorficzne, a wiec - méwiac w pewnym uproszczeniu - radykalnie od siebie
rézne. Do modeli arytmetyki Peano naleza m.in. modele zawierajace elementy,
ktére mozna interpretowac jako nieskoriczenie duze liczby naturalne. Istnienie
takich obiektéw jest jednak czyms razacym, poniewaz liczby naturalne pojmujemy
jako obiekty skoriczone, powstajace przez zastosowanie skonczong liczbe razy
operacji nastepnika do liczby zero. Takie , patologiczne” modele nazywamy nie-
standardowymi (niezamierzonymi) wiaénie dlatego, ze s niezgodne z wyjscio-
wymi intencjami, z jakimi przystepujemy do konstruowania teorii; modele stan-
dardowe (zamierzone) to z kolei takie, ktére sg z tymi intencjami zgodne. Fakt

istnienia rozmaitych modeli arytmetyki sprawia, Ze zdanie ,nie istnieja liczby nie-

9 Ze wzgledu na brak dowodu niesprzecznosci arytmetyki Peano ma tu miejsce to samo zastrzeze-
nie, co w przypisie poprzednim.
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osiggalne przez operacje nastepnika” jest w jednych z nich - mianowicie standar-
dowych - prawdziwe, w innych za$ - mianowicie niestandardowych - fatszywe.
Czy oznacza to jednak, ze zdanie to przestaje by¢ koniecznie prawdziwe? Taki
wniosek wydaje sie zbyt daleko idacy, poniewaz modele, w ktérych jest ono fal-
szywe, s3 modelami wlaénie niestandardowymi, a wiec czyms, co w ogoble nie li-
czy sie jako rzetelny kontrprzyktad. Formalizujac jakakolwiek teorie dazymy do
tego, by posiadata ona wylacznie modele standardowe, czyli zgodne z naszymi
intencjami. Niestety, oczekiwanie to nie zawsze moze by¢ spelnione, jak w przy-
padku arytmetyki, ale traktujemy to raczej jako formalny wybryk, ktéry nie powi-
nien przestania¢ nam zalozern wyjéciowych oraz przekonania, ze jako zdania
matematyczne maja one walor uniwersalny, a wiec ze sa konieczne. (Warto w tym
miejscu zauwazy¢, ze istnieja sposoby na radzenie sobie z tego rodzaju , wybry-
kami”: arytmetyka Peano sformulowana w jezyku II rzedu jest kategoryczna, tzn.
posiada wylacznie modele izomorficzne ze soba nawzajem, nie ma wiec wsréd
nich modeli niestandardowych.) W przypadku teorii mnogosci wyrdéznienie mo-
deli standardowych nie jest niestety tak proste jak w arytmetyce: operowanie
na liczbach kardynalnych nieskoniczonych, w przeciwienstwie do operowania na
liczbach naturalnych, nie wigze sie w zaden sposéb z praktyka zyciowa i nie miato
okazji ugruntowac sie w dlugiej ewolucji naszego gatunku, w zwiazku z czym
nasze intuicje teoriomnogosciowe sa duzo bardziej mgliste od arytmetycznych.
Niemniej jednak mozna powiedzie¢, ze problem dotyczy nas, a nie rzeczy samej,
ze teoria ZF bedaca ludzkim tworem jest niekompletna, poniewaz jej aksjomaty
nie charakteryzuja obiektywnego pojecia zbioru z dostateczna dokladnoscia.
Oczywiscie tego rodzaju realizm z ré6znych wzgledéw moze komus nie odpowia-
da¢, a nawet jesli sie z nim zgadzamy, to mozemy mie¢ trudnosci ze znalezieniem
dla niego dostatecznego uzasadnienia. Jesli jednak go nie przyjmiemy, to wydaje
sie, ze nie bedziemy w stanie unikngé wysoce nieintuicyjnej i niewygodnej konse-
kwencji, ze CH jest zdaniem przygodnym we wlasciwie takim samym sensie,
w jakim jest nim zdanie , Cezar zostal zamordowany”: struktura i wlasnosci zbio-
réow istniejacych w jednym $wiecie r6znig sie od struktury i wlasnosci zbiorow
w innym $wiecie, w zwigzku z czym w jednych z tych $wiatéw CH jest prawdzi-
wa, a w innych falszywa. Niekonkluzywnos¢ stanowiska realistycznego w teorii
mnogosci sprawia, ze argument przeciwko kontrprzyktadowi z relatywizacji do

modelu musi pozosta¢ réwniez niekonkluzywny.

5. PODSUMOWANIE

Jesli wbrew J.S. Millowi bedziemy chcieli zaja¢ dominujace w tradycji sta-

nowisko, ze wszystkie zdania matematyczne sa konieczne, ze nie ma przygod-
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nych zdann matematycznych (a tym bardziej ze nie jest prawdg, by wszystkie takie
zdania byly przygodne), to oprécz odparcia argumentéw empirystycznych mo-
zemy stana¢ w obliczu kontrprzykladéw innej natury. Trzy takie mozliwe kontr-
przyklady analizowatem w niniejszej pracy. Dwa z nich wydaja sie nie przedsta-
wiac sobg powazniejszych trudnosci, jeden natomiast zasluguje na wieksza uwage
i do odrzucenia go trzeba przyja¢ dos¢ mocne, realistyczne zalozenia dotyczace
matematyki. Nie mozna wykluczyé¢, ze da sie sformutowac inne tego rodzaju (tzn.
nieodwolujace sie bezposrednio do epistemologii) argumenty, jednakze ta trojka
wydaje sie nasuwac¢ w spos6b najbardziej naturalny. Jesli nie przyjmujemy rady-
kalnego empiryzmu, to teza o koniecznosci przystugujacej wszystkim zdaniom
matematycznym wydaje sie doé¢ intuicyjna i oczekujemy, by dato sie znalez¢ od-
powiedzZ na pojawiajace sie kontrprzyklady. Przedstawiona tu préba uporania sie

z nimi pozwala mie¢ nadzieje, ze jest to mozliwe.
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