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TWIERDZENIE BAYESA
W PROJEKTOWANIU STRATEGII DIAGNOSTYCZNYCH
W MEDYCYNIE

- Tomasz Rzepiniski -

Abstrakt. W artykule poréwnane zostang dwie metody wykorzystywane w projektowa-
niu strategii diagnostycznych. Pierwsza z nich to metoda okreslajaca tzw. wspotczyn-
nik predykcji. Druga opiera si¢ na wykorzystaniu twierdzenia Bayesa. Zasadniczym ce-
lem artykulu jest zidentyfikowanie zalozerr epistemologicznych lezacych u podstaw obu
tych metod. Dla potrzeb realizacji tego celu rozwazone zostana przykltadowe projekty jedno
i wieloetapowej strategii diagnostycznej opracowanej z wykorzystaniem obu metod.
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1. Wstep

Proces diagnozy lekarskiej stanowi przedmiot rozwazan prowadzonych zaréwno w plasz-
czyznie spolecznej, ekonomicznej jak i metodologicznej. Analizy metodologiczne majg na
celu opracowanie strategii badawczych zwiekszajacych efektywnosé procesu pozyskiwania
informacji diagnostycznych. Diagnoza lekarska obejmuje trzy etapy: badanie podmioto-
we (wywiad lekarski), badanie przedmiotowe (fizykalne) oraz badania dodatkowe, np.
laboratoryjne i obrazowe'. Dane pozyskiwane na dwoéch pierwszych etapach diagnozy to
zwykle dane o charakterze jakosciowym? Pozwalaja one na sformutowanie wstepnych
hipotez stanowigcych punkt wyjscia dla projektowania strategii diagnostycznych w etapie
badan dodatkowych. Analiza metodologiczna ma umozliwi¢ wybor takiej strategii diagno-
stycznej, ktora cechuje sie najwieksza efektywnoscia. Oznacza to, ze wykonywane testy
diagnostyczne powinny umozliwi¢ pozyskiwanie informacji, ktére pozwola dokonac traf-
nego rozpoznania choroby w jak najkrétszym czasie. Zadaniem analiz metodologicznych
jest zatem opracowanie narzedzi formalnych umozliwiajacych ocene efektywnosci testow
diagnostycznych w taki sposob, aby mozna okresli¢, ktére z nich dostarcza najbardziej
istotnych dla procesu diagnozy informaciji.
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! Wulff (2005): 34-40.

2 Jedrychowski (1999): 179-182.
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W artykule poréwnane zostana dwie metody wykorzystywane w projektowaniu
strategii diagnostycznych. Pierwsza z nich to metoda okreslajgca tzw. wspotczynnik
predykgcji. Druga, opiera sie na wykorzystaniu twierdzenia Bayesa. Zasadniczym celem
artykulu jest zidentyfikowanie zatozen epistemologicznych lezacych u podstaw obu
tych metod. Dla potrzeb realizacji tego celu rozwazone zostang przyktadowe projekty
jedno i wieloetapowej strategii diagnostycznej opracowanej z wykorzystaniem obu me-
tod. Realizacja wskazanego celu wymaga przyblizenia podstawowych poje¢ z zakresu
metodologii medycyny, charakteryzujacych testy diagnostyczne.

2. Wnioskowanie diagnostyczne

Testy diagnostyczne umozliwiaja pozyskanie danych o cechach charakteryzujacych pa-
cjentow. W przypadku najbardziej informatywnych testéw, zwykle biochemicznych, sg
to dane reprezentowane na skalach ilosciowych®. Uzyskane w testach wyniki stanowig
podstawe wnioskowan diagnostycznych, ktoére maja na celu przyporzadkowanie okre-
Slonego pacjenta do okreslonej jednostki chorobowej. Wnioskowanie to jest wniosko-
waniem indukcyjnym, ktérego przebieg mozna zilustrowac¢ nastepujacym schematem.

Choroba A Choroba B Choroba C
kaszel ~gorqczka splenomegalia  zmiany skérne wartos¢ OB Indukcja

Diagnosta, na podstawie pewnej skoriczonej ilosci danych o cechach charakteryzujacych pacjenta (ilosciowych
ijakosciowych), wnioskuje o wystepowaniu choroby*.

Schemat 1

Problem, jak wida¢ ze schematu 1, polega na tym, ze te same wartosci pewnych
cech mozna przyporzadkowac do réznych choréb. Rozpoznanie choroby nie naste-
puje zatem (zwykle) poprzez identyfikacje wartosci pojedynczej cechy lecz poprzez
identyfikacje okreslonego zestawu wartosci cech, np. {podwyzszona temperatura, bol,
zmiany skorne} lub {obnizone stezenie pewnej substancji biochemicznej, podwyzszona
temperatura, tachykardia} itp.

Informacje o poszczegélnych cechach diagnosta uzyskuje stopniowo. Niektore z nich
dostepne sa juz na etapie wywiadu, inne na etapie badania przedmiotowego, jeszcze inne
dopiero w kolejnych fazach badart dodatkowych. Ze wzgledu na stopniowe pozyskiwanie
informacji, szczeg6lnie istotny dla przebiegu diagnozy jest dobér kolejnych, odpowiednich
testow diagnostycznych, takich, ktére w najwiekszym stopniu zwieksza lub zmniejsza

% Rzepinski (2016).
* Schemat za: Goodman (1999): 996.
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prawdopodobieristwa wstepnych hipotez diagnostycznych, prowadzac ostatecznie do ich
potwierdzenia lub wykluczenia. Jakie jednak wartoéci prawdopodobienistwa traktowane
sa jako wartosci okreslajace rozpoznanie lub wykluczenie choroby? Na to pytanie nie ma
jednoznacznej odpowiedzi. Przeprowadzone badania pozwalajg ustali¢, ze w procesie
podejmowania decyzji lekarze przyjmuja tzw. wartosci progowe: prég wykluczenia i prég
potwierdzenia, okreslane réwniez odpowiednio jako prég testu i prog leczenia®.

\ \

\ \
( J

\

X u Y
X - prog wykluczenia, Y- prog leczenia, u — obszar niepewnosci.
Schemat 2

Wartosci progéw przyjmowane w réznych procesach diagnostycznych moga
sie znaczaco rézni¢ w zaleznosci od kosztéow testow diagnostycznych i jatrogennego
dziatania lekéw.

Projektowanie strategii diagnostycznych umozliwia ocene przydatnosci infor-
magji, ktére potencjalnie zostana dopiero w danym tescie pozyskane. Pozwala to osza-
cowad, jaki zestaw dokonywanych po sobie testéw pozwolitby na przekroczenie progu
potwierdzenia lub progu wykluczenia hipotez. Tworzac strategie diagnostyczne lekarz
moze postuzyc¢ sie jedng z dwoéch metod: zastosowaé twierdzenie Bayesa lub obliczy¢
wartos¢ predykgji.

3. Twierdzenie Bayesa

Twierdzenie Bayesa stanowilo przedmiot sporéw prowadzonych zaréwno w epistemo-
logii jak i statystyce®. Pomimo formulowanych wobec niego zastrzezen, od lat 80-tych XX
wieku jest ono coraz czeéciej wykorzystywane w diagnostyce medycznej. Przypomnijmy
zalozenia lezace u jego podstaw.

Przyjmijmy, ze dysponujemy zbiorem hipotez konkurencyjnych {H,, ....,
H_}, ktérym przypisujemy pewne wartosci prawdopodobienstwa P(H,), ..., P(H).
Zaklada sie, ze hipotezy te wykluczaja sig, a suma ich prawdopodobieristw dopel-
nia sie do jednosci. Przyjecie tych zalozen pozwala zastosowac twierdzenie Bay-
esa i okresli¢ z jego pomoca, jak zmieni si¢ wartos¢ prawdopodobieristwa po-
szczegOlnych hipotez po uzyskaniu nowych danych E, czyli obliczy¢ P(H. / E),
dla1<i<n.Og6lna postac tego twierdzenia jest nastepujaca:

P(H))xP(E/H,)
P(H)xP(E/H,)+...+P(H )xP(E/H)

P(H,/E)=

> Jaeschke, Cook, Guyatt (1998): 158-159.
¢ Obszerna charakterystyke stanowiska bayesianizmu czytelnik znajdzie w: Howson, Urbach (2006).
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gdzie:
E - nowe dane
P(H./E) - prawdopodobiefistwo koricowe i-tej hipotezy po uzyskaniu danych E,
P(H,) - prawdopodobienistwo a priori hipotezy i-tej,
P(E/H,) - prawdopodobieristwo odwrotne, czyli prawdopodobienstwo uzyskania
E na gruncie i-tej hipotezy.

Twierdzenie Bayesa moze odgrywac istotna role w projektowaniu strategii dia-
gnostycznych, pozwala bowiem oceni¢ warto$¢ poznawcza danych, ktére diagnosta
dopiero zamierza pozyskacé w testach. W konsekwencji, zastosowanie tego twierdzenia
w systemach wspomagania decyzji medycznych pozwolitoby ograniczy¢ proces pozyski-
wania informacji nieistotnych dla ostatecznego rozpoznania, zmniejszajac jednoczesénie
koszty diagnostyki medycznej.

Mozliwoé¢ wykorzystania twierdzenia Bayesa w projektowaniu strategii diagnostycz-
nych budzi jednak wiele zastrzezen. W celu ich zilustrowania rozwazmy prosty przyktad wy-
korzystania tego twierdzenia dla oceny hipotez konkurencyjnych. Zaté6zmy, ze dysponujemy
urng, w ktoérej znajduja sie kule czarne i biate w proporgji 1:3, jednak nie wiemy, ktérych kul
jest wiecej. Na podstawie tego zalozenia mozna sformutowaé dwie hipotezy konkurencyjne:
H, - kul biatych jest wigcej, H, - kul czarnych jest wiecej. Hipotezom tym przypiszemy réwne
wartoéci prawdopodobieristwa, poniewaz przyjete zalozenie nie preferuje zadnej z nich jako
bardziej wiarygodnej, czyli P(H,) = 0,5 oraz P(H,) = 0,5. W dalszej kolejnosci zastanawiamy
sie, w jaki spos6b zmieni si¢ wartos¢ prawdopodobieristwa obu tych hipotez po uzyskaniu
informacji o wylosowaniu kuli czarnej. Aby zastosowac twierdzenie Bayesa musimy znac
wartosci prawdopodobienistw odwrotnych. Pierwszym jest prawdopodobieristwo wyloso-
wania kuli czarnej przy zatozeniu hipotezy H, czyli: P(E / H,) = 0,25. Drugim, prawdopo-
dobienistwo wylosowania kuli czarnej przy zatozeniu hipotezy H,, czyli P(E / H,) = 0,75.
Dysponujemy zatem wszystkimi danymi, aby méc podstawic je do twierdzenia Bayesa.
Dwukrotne zastosowanie tego twierdzenia wobec obu konkurencyjnych hipotez pozwolitoby
w dalszej kolejnosci w prosty sposéb wykazag¢, ze prawdopodobieristwa koricowe obu tych
hipotez r6znig sie. Przyktad ten nie zostal jednak przedstawiony po to, aby oblicza¢ r6znice
koricowych wartosci prawdopodobienstw konkurencyjnych hipotez, lecz po to aby ukazac
jak bardzo silne zatozenia lezg u podstaw twierdzenia Bayesa.

Zauwazmy, ze w podanym przykladzie nie budzi watpliwosci postuzenie sie
statystyczng interpretacja prawdopodobieristwa w celu ustalenia prawdopodobieristwa
a priori obu hipotez. Sa to prawdopodobieristwa ustalane niezaleznie od doswiadczenia’.
Po drugie, przyjete zalozenia umozliwiaja w sposéb niebudzacy watpliwosci obliczy¢
prawdopodobieristwa odwrotne obu hipotez. W diagnostyce medycznej spetnienie obu
tych warunkoéw, tj. okresdlenie prawdopodobienistw a priori i okreslenie prawdopodo-
bieristw odwrotnych zwiazane jest z koniecznoscia dokonania wielu specyficznych roz-
strzygnie¢ metodologicznych, ktére obnizajg wiarygodnos¢ wnioskéw formutowanych
z wykorzystaniem twierdzenia Bayesa.

7 Obszerne omoéwienie interpretacji prawdopodobienistwa czytelnik znajdzie m.in. w: Fine (1973):
85-117, Gillies (2000). Podstawowe réznice pomiedzy interpretacjg statystyczna i czestosciowa
w: Ajdukiewicz (1975).
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4. Problemy epistemologiczne ustalenia zakresu wartosci referencyjnych testu

Przyjmijmy, ze diagnosta pragnie pozyskac informacje o pewnej cesze charakteryzujacej
stan pacjenta. Zat6zmy rowniez, ze wartosci tej cechy moga by¢ reprezentowane na skali
ilodciowej. Jezeli jej pomiar dokonany w tescie diagnostycznym ma by¢ wykorzystany
W procesie rozpoznania choroby, to diagnosta musi dysponowac wiedza, jakie wartosci
tej cechy charakteryzuja pacjentow zdrowych, a jakie pacjentéw chorych. W zbiorze
wartosci, jakie przyjmuje dana cecha, musza zatem by¢ okreslone wartosci graniczne.
Ustalenie wartosci granicznych nie jest jednak mozliwe w zakresie nauk podstawowych.
Badania prowadzone w biologii, biochemii, genetyce, immunologii i innych naukach
podstawowych nie okreslaja jakie wartosci stezer poszczegélnych substancji bioche-
micznych sa prawidlowe. Ustalenie takie moze mie¢ wytacznie charakter statystyczny®.
Opiera sie ono na okresleniu rozktadu wartosci danej cechy w populacji. Najczesciej roz-
ktad wartosci danej cechy w populagji jest rozktadem normalnym, reprezentowanym za
pomoca krzywej Gaussa’. Idea okreslenia wartosci granicznych jest zatem nastepujaca.
Przyjmuje sig, ze jezeli dana cecha ma by¢ uzyteczna w procesie diagnozy, to wartosci
tej cechy w populacji oséb zdrowych musza rézni¢ sie od wartosci w populacji os6b
chorych. Mamy zatem do czynienia z dwoma rozkladami: dla oséb zdrowych i 0os6b
chorych. Gdyby test diagnostyczny miat charakter rozstrzygajacy jednoznacznie, to
rozklady te bylyby roztaczne. Tak jednak nie jest. Rozklady te nakladaja sie na siebie
w pewnym przedziale wartosci, tak jak pokazano to w schemacie 3.

y

I
\ T T T T T >

] | [
20 4,0 6,0 8,0 10,0 12,0 14,0 16,0
Macznik [mmal/l]

Czestos¢ wystepowania stezent mocznika u 0s6b zdrowych (linia ciggta) i 0s6b z chorobami nerek (linia przery-
wana). Schemat za: Naskalski (2005) s. 51.

Schemat 3

8 Dobrym przykladem jednego z pierwszych tego rodzaju ustaleri o charakterze statystycznym byly
badania prowadzone przez Biernackiego nad predkoscig sedymentacji erytrocytow.

? Oczywiscie nie kazda cecha jest reprezentowana za pomoca rozktadu normalnego. Patrz: Wulff,
Gotzsche (2005): 55.
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Zauwazmy, ze w schemacie 3 wiekszos¢ osob, u ktérych wartosci stezent mieszcza
sie w przedziale 4,0-6,0 to osoby zdrowe. Czy mozna zatem przyja¢ wiasnie te wartosci
stezen jako wartosci graniczne? Pytanie to podnosi wazny problem epistemologiczny
dotyczacy uzasadnienia przedziatu wartosci charakteryzujacych osoby zdrowe, czyli
tzw. przedzialu wartosci referencyjnych. Wyobrazmy sobie rozmowe prowadzona po-
miedzy statystykiem a dociekliwym studentem medycyny.

S. med.: Skad wiemy, jaki jest przedzial wartosci referencyjnych?

Stat: Stad, ze przedziat tych wartosci charakteryzuje wiekszoé¢ osob zdrowych.
S. med. Skad wiemy, ze wiekszos$¢ wskazanych oséb, to osoby zdrowe?

Stat: Stad, ze mieszczg sie¢ w przedziale wartosci referencyjnych.

Uzasadnienie warto$ci granicznych podane przez statystyka ma zatem charakter
blednego kota. Na podstawie ustaleri o charakterze statystycznym okreslamy pojecie
zdrowia. Jednak samo uzasadnienie wartosci granicznych zaktada juz wiedze o tym,
ktére osoby sa zdrowe™.

W praktyce medycznej wskazany problem rozwigzywany jest poprzez wykona-
nie testu referencyjnego, czyli testu traktowanego jako test ostatecznie rozstrzygajacy. To
wlasnie ten test ostatecznie okreéla, ktére osoby sa, a ktore nie sg zdrowe. Historycznie
pierwszym opisem testu referencyjnego byta tzw. triada Kocha, czyli postulaty, ktérych
spelnienie pozwalato zdiagnozowac¢ u danej osoby wystepowanie choroby zakazne;j.
W zakresie wspolczesnej praktyki medycznej, przykladami bardziej znanych testow
referencyjnych sa: kolonoskopia w diagnostyce nowotworéw jelita grubego lub korona-
rografia w diagnostyce niektérych choréb niedokrwiennych serca. Podkresli¢ nalezy, ze
przyjecie testu referencyjnego nie rozwiazuje wskazanego problemu epistemologiczne-
go. Uzasadnienie rozstrzygniec¢ testu referencyjnego jest bowiem nadal wystawione na
wskazana wczesniej krytyke. Przyjmujac ostatecznosé tych rozstrzygnie¢ wystawiamy
sie na sceptyczny zarzut popelniania btedu petitio principii*'.

W Swietle powyzszych ustalerr zasadne jest pytanie o to, dlaczego w praktyce
diagnostycznej nie ograniczy¢ sie wylacznie do stosowania testéw referencyjnych. Od-
powiedz wskazuje na problemy praktyczne wykorzystania tych testéw. Kolonoskopia
sprawia pacjentowi wiekszy dyskomfort psychiczny niz badanie na krew utajong. Koro-
narografia stwarza z kolei wieksze ryzyko uszczerbku na zdrowiu niz préba wysitkowa
itp. Testy referencyjne sa ponadto zwykle bardziej kosztowne, czasochtonne, wymagaja
specjalistycznej aparatury.

10 Warto podkresli¢, ze jest to jeden z wazniejszych argumentéw formutowanych przeciwko biosta-
tystycznemu modelowi choroby. Poréwnaj: Sak (2013).

1 Podkresli¢ nalezy, ze w praktyce nie zawsze okreslony jest test referencyjny dla danego schorzenia.
W takich sytuacjach dokonuje sie¢ wylacznie przyblizonego oszacowania parametréw testu. Omo-
wienie tych zagadniert wykracza poza ramy artykutu. Czytelnikow zainteresowanych odsytam do:
Joseph, Gyorkos, Coupal (1995); Enge, Georgiadis, Johnson (2000); Hui, Zhou (1998).

44



Tomasz Rzepiniski  Twierdzenie Bayesa w projektowaniu strategii diagnostycznych...

5. Parametry oceny testu diagnostycznego

Wyniki testow potwierdzajacych chorobe zwyczajowo okresla sie mianem wynikéw
dodatnich lub pozytywnych. Z kolei wyniki wykluczajace chorobe - ujemnych lub
negatywnych. Ocena wartosci poznawczej testow diagnostycznych dokonywana jest
z wykorzystaniem kilku parametrow. Wskaze na razie dwa podstawowe. Pierwszym jest
czuloé¢ diagnostyczna, drugim swoistos$¢ diagnostyczna. Czutoé¢ diagnostyczna (Cz.d)
to zdolnos¢ testu do potwierdzenia choroby. Z kolei swoistos¢ diagnostyczna (Sw.d)
to zdolnos¢ testu do wykluczenia choroby'?. Oba te parametry okreélane sa w sposéb
ilosciowy. W celu ich sprecyzowania rozwazmy nastepujacy schemat ilustrujacy wyniki
testu diagnostycznego T w pewnej populacji osob.

osoby zdrowe

»

—— osoby chore

wartos¢ graniczna

PU — wyniki prawdziwie ujemne
FD — wyniki fatszywie dodatnie

FU — wyniki fatszywie ujemne

czestos¢ wartosci cechy w
populaciji

PD — wyniki prawdziwie dodatnie

>

A C B wartos¢ cechy

Osoby zdrowe to osoby rozpoznane jako zdrowe na podstawie testu referencyjnego, analogicznie chore. Linia
czerwona w punkcie C okresla warto$¢ graniczna rozrézniajaca w teécie T osoby zdrowe i chore.

Schemat 4

Zauwazmy, ze w przedziale wartosci od A do B rozwazany test diagnostycz-
ny nie ma charakteru rozstrzygajacego. Pacjenci zdrowi i chorzy sa nieodréznialni
na podstawie wartosci z tego przedzialu. Wystepowanie obszaru niejednoznacznych
rozstrzygnie¢ zmniejsza warto$¢ poznawcza testu. Wsrod wynikéw dodatnich nalezy
bowiem wyrdznic te, ktére sa prawdziwie dodatnie (PD) i te, ktére sa falszywie dodatnie
(FD). Analogicznie wéréd ujemnych: prawdziwie ujemne (PU) i falszywie ujemne (FU).
Pamietac nalezy, ze falszywos¢ oraz prawdziwos¢ wynikéw jest zrelatywizowana do
arbitralnych ustalen testu referencyjnego. Wskazana klasyfikacja wynikéw wykorzysty-
wana jest w charakterystyce czulosci i swoistoéci diagnostycznej testu.

12 Jedrychowski (2002): 117-120.
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Przyjmijmy, ze n oznacza liczno$¢ zbioru. Wéwczas:

_ nPrD)
Czd= P+ FU)

_ n(PU)
Swd= pU+ FD)

Rozwazmy prosty przyklad ilustrujacy te ustalenia. Zal6zmy, ze chcemy ocenic
czuloé¢ i swoistoé¢ diagnostyczng testu T na podstawie rozstrzygniec z testu referen-
cyjnego zilustrowanych za pomoca nastepujacej tabeli.

Tabela 1
Choroba obecna Choroba nieobecna
T, PD =42 FD =26
T, FU=10 PU =55

T * - wynik dodatni, T - - wynik ujemny. Rozréznienie na chorobe obecna i nieobecna na podstawie testu refe-
a a

rencyjnego.

42
e 0
Cz.d wynosi: 42+ 10 80,77%

Odpowiednio Sw.d wynosi: =67,9%

55
55+26

Na podstawie tych danych lekarz moze zatem stwierdzi¢, ze wsréd 100 pacjen-
tow chorych, pozytywny wynik testu (T_*) pozwoli przypuszczalnie wykry¢ schorzenie
u okoto 81 z nich, a u 19 choroba nie zostanie rozpoznana. Z kolei na 100 pacjentéw
zdrowych negatywny wynik testu (T ) pozwoli wykluczy¢ chorobe u okoto 68 z nich,
a 32 zdrowych bedzie zbednie podlegalo dalszej diagnostyce.

Projektujac strategie diagnostyczna lekarz siega do publikacji opisujacych podsta-
wowe parametry testow diagnostycznych. Informacje o wartosciach czutosci i swoistosci
diagnostycznej testu stanowia wazna czes¢ wiedzy wplywajaca na proces wyboru testu
w okreslonej sytuacji diagnostycznej. Wartosci te moga by¢ jednak ustalane w badaniach
populacji, w ktérych czestos¢ wystepowania danej choroby rézni sie od czestosci wystepo-
wania choroby w populagji, z ktérg w swej praktyce ma do czynienia lekarz. Przyktadowo
wiadomo, ze testy biochemiczne stosowane wspoélczesnie w diagnostyce zawalu serca
posiadaja bardzo wysokie wartoSci czutosci i swoistosci diagnostycznej. Jednak choroba
niedokrwienna serca jest choroba cywilizacyjna, ze zwigkszona czestoscia wystepowania
w spoleczenistwach konsumpcyjnych. W tej sytuacji, dla projektowania strategii diagno-
stycznych i podejmowania decyzji wazne jest ustalenie, czy oba parametry testu zaleza
od czestosci wystepowania choroby w populacji. Odnoszac sie do zatozen z tabeli 1 tatwo
jest sie przekonad, ze parametry te nie ulegna zmianie, przy zmianie czestosci wystepo-
wania choroby. Przykladowo, dla tabeli 1 przyjecie zatozenia o dwukrotnym zwieksze-
niu czestosci wystepowania choroby spowoduje dwukrotne zwigekszenie zaréwno ilosci
wynikéw PD (2x42) jak i wynikéw FU (2x10). Proporcja wynikéw charakteryzujacych
czulosé i swoistos¢ diagnostyczna pozostanie jednak stata. Niezaleznos¢ czulosci i swo-
istosci diagnostycznej od czestosci wystepowania choroby sprawia, ze oba te parametry
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uzyskuja uniwersalny charakter. Dostarczaja takich informacji o tescie, ktére moga by¢
wykorzystane wobec roznych populacji pacjentow™.

Scharakteryzowanie czulosci i swoistoéci diagnostycznej pozwala zastanowi¢
sig, jaka funkcje pelnig oba te parametry w projektowaniu strategii diagnostycznych
wykorzystujacych twierdzenie Bayesa.

6. Twierdzenie Bayesa a parametry oceny testu diagnostycznego

Przyjmijmy, ze diagnosta w pewnej konkretnej sytuacji diagnostycznej formutuje dwie
hipotezy: H* - choroba D wystepuje u pacjenta P, H - choroba D nie wystepuje u pacjenta
P. Diagnosta projektujac strategie diagnostyczna rozwaza przeprowadzenie testu T _. Zat6z-
my, ze przyjmuje prog potwierdzenia hipotezy H* na poziomie 90% a prég jej wykluczenia
na poziomie 10%". Nastepnie zastanawia sie w jakim stopniu pozytywny wynik testu (T )
zmieni wstepne wartosci prawdopodobiefistwa obu hipotez oraz jak prawdopodobieristwa
tych hipotez ulegng zmianie w efekcie uzyskania wyniku negatywnego (T ). Pragnie za-
tem okresli¢ wartoéci: P(H*/ T *), P(H/ T ), P(H*/ T) P(H/ T "), tak aby oszacowac, czy
warto jest test T przeprowadzad. Stara si¢ zatem w istocie ustali¢, w jakim stopniu dany
test zblizy wartos¢ prawdopodobieristwa hipotezy do jednego z zaloZzonych progéw. Dla
uproszczenia rozwazmy wytgcznie wartosé P(H*/ T *). Okreslajac te wartos¢ diagnosta
moze postuzy¢ sie twierdzeniem Bayesa odpowiednio je modyfikujac:

~ P(H)%P(T," | H")
 P(H )YxP(T,” /H")+P(H )xP(T," | H")

P(H" /T,

Zgodnie z dokonanymi wczesniej uwagami wykorzystanie twierdzenia Bayesa
wiaze sie z dwoma problemami. Pierwszym jest obliczenie prawdopodobienstw od-
wrotnych, czyli P(T */H") oraz P(T_*/H). Dla potrzeb rozstrzygniecia tej kwestii mozna
odwota¢ sie do statystycznej interpretacji pojecia prawdopodobienistwa®. Zgodnie z nia:

P4/ By ="A0B)
n(B)
Zatem:
P(T,"/H")= —n(T;E;I)r)

Latwo stwierdzi¢ na podstawie schematu 4, ze n(T_* N H*) = PD, z kolei n(H") =
PD+ FU. Zatem:

n(PD)

P(T, |HY)=——
n(PD + FU)

, czyli jest to czutos¢ diagnostyczna.

¥ Odrebnym problemem jest natomiast zmiana wartosci obu tych parametréw w zaleznosci od
stopnia rozwoju choroby. Poréwnaj: Joseph, Gyorkos, Coupal (1995).

4 Poniewaz prawdopodobienistwa hipotez dopelniaja sie do jednosci, zatem potwierdzenie H* jest
réwnoznaczne z wykluczeniem H" i na odwr6t.

15 Ajdukiewicz (1975).

47



Tomasz Rzepiniski  Twierdzenie Bayesa w projektowaniu strategii diagnostycznych...

Prowadzac podobne rozumowanie mozna wykazac z kolei, ze:
P(T,/H) = 1 - swoistos¢ diagnostyczna.

Zatem po uwzglednieniu charakterystyki testéw diagnostycznych struktura
twierdzenia Bayesa dla rozwazanego przykladu ma postac:
P(H")xCz.d
P(H " )x Cz.d + P(H ) x(1— Sw.d)

P(H' /T, )=

Dokonane przeksztalcenie wydawac sie moze wylacznie ciekawostka ilustrujaca
dostosowanie formy twierdzenia Bayesa do specyfiki procedur diagnostycznych. W kon-
tekscie uzyskanego przeksztalcenia warto jednak zwréci¢ uwage na zagadnienie, ktére
posiada istotne konsekwencje epistemologiczne. W celu jego oméwienia powré¢my do
problemu ustalania wartosci referencyjnych.

W schemacie 4 warto$¢ graniczna zostala ustalona w punkcie C. Zauwazmy jed-
nak, Ze ustalenie takie ma catkowicie arbitralny charakter. Fakt, ze dwa rozklady przeci-
naja sie w punkcie reprezentujacym wartos¢ C nie uzasadnia przeciez ustalenia wartosci
granicznej wlasnie w tym miejscu. Zastanéwmy sie zatem, jak zmienig sie parametry
testu diagnostycznego w sytuacji, gdy wartos¢ graniczng przesuniemy do punktu A.

Przesuniecie wartosci granicznej w schemacie 4 do punktu A wyeliminuje wyniki fat-

n(PD)

n(PD +0)
Wzrost czulosci diagnostycznej spowodowany przesunieciem wartosci granicznej spowodu-
je jednak zmniejszenie swoistosci diagnostycznej, poniewaz zwiekszy sie ilos¢ wynikéw FD.
Analogicznie mozemy zwigkszy¢ swoistos¢ diagnostyczng do 100% poprzez przesuniecie
wartosci granicznej do punktu B, kosztem zmniejszenia czulosci diagnostycznej'®. Widac
zatem wyraznie, ze ustalenie wartosci granicznej ma charakter kompromisu, motywowa-
nego z jednej strony dazeniem do zminimalizowania strat spolecznych spowodowanych
nierozpoznaniem choroby, z drugiej za$ checia zmniejszenia kosztow zbednej diagnostyki
medycznej i angazowania personelu w diagnostyke pacjentoéw zdrowych.

Jezeli jednak ustalenie wartosci granicznych ma charakter arbitralny, to w zna-
czacy sposob zmniejsza to obiektywnosé¢ wnioskéw formutowanych na podstawie twier-
dzenia Bayesa. Wartosci czutosci i swoistosci diagnostycznej zaleza bowiem od tego,
w ktérym miejscu okreslona zostanie warto$¢ graniczna. Twierdzenie Bayesa pozwala
zatem okresli¢ jak zmieni sie warto$¢ prawdopodobieristwa hipotez diagnostycznych,
o ile dokonamy juz wczesniej pragmatycznych rozstrzygnie¢ dotyczacych zakresu
przedzialéw referencyjnych.

szywie ujemne. Wowczas czutos¢ diagnostyczna wzrosnie do 100%, poniewaz:

7. Problem wyznaczania prawdopodobienstw a priori hipotez diagnostycznych

Krytyka twierdzenia Bayesa podnosi na pierwszym miejscu sposéb wyznaczania
wartosci prawdopodobieristw a priori. Uznaje sie mianowicie, ze okreslenie wartosci
prawdopodobienistwa a priori hipotez formutowanych wobec nietrywialnych sytuacji

16 Jedrychowski (2002): 114.
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problemowych wymaga przyjecia interpretacji personalistycznej. W przyktadzie doty-
czacym losowania kul, prawdopodobienistwo a priori mogto by¢ okreslone na gruncie
interpretacji statystycznej, poniewaz opisana tam sytuacja problemowa miata trywialny
charakter. Dotyczyla skoficzonego zbioru zdarzen. W jaki jednak sposéb okresli¢ wartos¢
prawdopodobienistwa a priori hipotez w nietrywialnych sytuacjach, jakimi sa sytuacje
praktyki diagnostycznej?

Przede wszystkim nalezy zaznaczy¢, ze wartos¢ prawdopodobieristwa a priori
nie jest rozumiana w literaturze medycznej jako warto$¢ ustalana niezaleznie od do-
Swiadczenia, lecz jako poczatkowa warto$¢ prawdopodobieristwa [pretest probability]
przypisywana wstepnie hipotezom diagnostycznym'. Termin , poczatkowa” nie oznacza
niezaleznej od do$wiadczenia, niezaleznej od wzglednej czestosci wezesniejszych zdarzen.

Formutujac hipotezy diagnostyczne na podstawie badania podmiotowego
i przedmiotowego, lekarz odwotuje sie do swoich dotychczasowych doswiadczen obej-
mujacych zblizone przypadki wystepowania symptoméw u pacjentow badanych przez
niego wczesniej. Kieruje sie zatem regula okreslajaca prawdopodobienistwo w spos6b
czestoSciowy'®. Problemem pojawiajacym sie w przypadku wyznaczania wartosci praw-
dopodobieristwa w oparciu o indywidualne doswiadczenia lekarzy jest zr6znicowanie
tych doswiadczen. Posiada to istotne konsekwencje dla przebiegu praktyki. Lekarze
praktykuja w obszarach o réznych czestosciach wystepowania choroby. Praktykujacy
w populacjach, w ktérych choroba wystepuje czesto sa bardziej sktonni przypisywac
wysokie prawdopodobiefistwo hipotezom identyfikujacym te chorobe, anizeli lekarze
praktykujacy w populacjach, w ktérych to schorzenie jest rzadsze.

W celu zmniejszenia r6znic w wartosciach prawdopodobieristwa wstepnego
przypisywanych przez réznych diagnostéw publikowane sa dane dotyczace czestosci
wystepowania choroby w okreslonych subpopulacjach. Dane takie traktowane sa jako
zobiektywizowane wartosci prawdopodobienstwa czestosciowego®™.

Wartos¢ prawdopodobieristwa wstepnego interpretowanego jako prawdopo-
dobienistwo czestosciowe mozna réwniez okresli¢ w badaniach epidemiologicznych
obliczajac tzw. wspolczynnik chorobowosci, na podstawie danych z tabeli 1. Wyraza
on stosunek ilosci wszystkich pacjentéw chorych do iloéci wszystkich pacjentéw pod-
danych testowi, czyli:

n(PD + FU)

Wsp.ch =
n(PD + PU + FD + FU)

Wspotczynnik chorobowosci jest bardzo precyzyjnym parametrem o wysokiej
wartoéci poznawczej dla procesu projektowania strategii diagnostycznej. Zauwazmy,
Ze nie wyraza on czestosci wystepowania choroby w catej populacji. Nie okresla on np.
czestosci wystepowania nowotworu ptuc w calej populacji Dolnego Slaska. Jest on zawe-
zony wylacznie do tej populacji, ktéra zostata poddana w przesztosci testom, czyli tym
osobom, u ktérych wykonanie testu wydawato sie diagnostom uzasadnione na podstawie

7 Paulo, Mendes, Vizinho et al. (2004); Steurer (2009).

8, Juz tak prosta informacja, jak wiek pacjenta, pozwala precyzyjniej okresli¢ prawdopodobieristwo
[...] wystepowania astmy i niewydolnosci serca” - Jaeschke, Cook, Guyatt (1998): 158.

19 Paulo, Mendes, Vizinho et al. (2004).
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wynikéw wywiadu i badania przedmiotowego. Gdyby$my rozpatrywali cala populacje
Dolnego Slaska, to ujelibysmy réwniez dzieci i ludzi bardzo mtodych, u ktérych nowo-
twor ptuc wystepuje zapewne rzadko i ktére nigdy do testu nie byly kwalifikowane.
Jezeli zatem, podejmujac diagnoze wobec konkretnego pacjenta, lekarz na podstawie
przeprowadzonego u niego badania podmiotowego i przedmiotowego uznaje, ze jest
uzasadnione podejrzenie, Ze pacjent ten cierpi na nowotwor ptuc, to oznacza to, ze pacjent
ten miesci sie we wzorcu epidemiologicznym pacjentéw uwzglednionych za pomoca
wspolczynnika chorobowosci. Stad wiasnie precyzja tego wspolczynnika jako parametru
reprezentujacego w twierdzeniu Bayesa wstepna warto$¢ prawdopodobieristwa.

8. Projektowanie strategii diagnostycznych

Ustalenie wartosci prawdopodobieristw odwrotnych oraz rozstrzygniecie sposobu
ustalania wartosci prawdopodobienstw wstepnych pozwala zastosowac twierdzenie
Bayesa w ocenie uzytecznosci informacji, ktére diagnosta dopiero zamierza uzyskac
w tescie. Rozwazmy przyklad oparty na danych z tabelil. Przyjmijmy, ze diagnosta
pragnie ustali¢ w jakim stopniu pozytywny wynik testu (T ) otrzymany u konkretnego
pacjenta zmieni warto$¢ prawdopodobienstwa hipotezy (H*) o wystepowaniu u niego
choroby D, przyjmujac wskazane wczesniej progi potwierdzenia i wykluczenia hipotezy.
Stosuje zatem twierdzenie Bayesa o podanej wczesniej postaci:

P(H )xCz.d
P(H)xCz.d+P(H )x(1—-Swd)

P(H" /T, )=

Zgodnie z ustaleniami z paragrafu 4 dla danych z tabeli 1 czulo$¢ diagnostyczna
testu T_ wynosita 81%), natomiast swoistos¢ diagnostyczna 63 %. Prawdopodobieristwo
wstepne P(H") obliczone jako wspétczynnik chorobowosci wynosi:

n(PD+FU) 42+10

P(H")=Wsp.ch= = =39%
n(PD+PU+FD+FU) 42+51+30+10

Poniewaz konkurencyjne hipotezy diagnostyczne dopetniaja sie do jednosci, zatem:
PH)=1-PH")=1-0,39=61%

W efekcie podstawienia danych do twierdzenia Bayesa uzyskujemy:

~ 0,39x0,81 ~
0,39x0,81+ 0,61 (1—0,68)

P(H"/T,") 62%

Zastosowanie twierdzenia Bayesa pozwala zatem diagnoscie stwierdzi¢, ze uzy-
skanie pozytywnego wyniku testu u pewnego pacjenta zwiekszy prawdopodobieristwo
hipotezy o wystepowaniu danej choroby u tego pacjenta z poczatkowej wartosci 39%
do wartosci 62%. Nie zostaje jednak przekroczony zaden z przyjetych progéw decyzyj-
nych. Jezeli zatem taka zmiana jest dla diagnosty niesatysfakcjonujaca, zbyt mata, to
moze on poszukiwac testu diagnostycznego o innych parametrach, ktéry, na kolejnym
etapie diagnozy, w wiekszym stopniu wplynie na zmiane wstepnej wartosci prawdo-
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podobienistwa hipotezy?®. Jakimi jednak wartosciami parametréw powinien cechowac
sie test o wysokiej mocy potwierdzajacej hipoteze H*?

Przypomnijmy, ze zdolnos¢ testu do potwierdzenia hipotezy okreslana jest jako
czulosé diagnostyczna. Mozna by zatem sadzié, ze test o wysokiej czulosci diagnostycznej
posiada wysoka moc potwierdzania hipotezy H*. Sp6jrzmy zatem na schemat 4 i zasta-
néwmy sie, jak zmieni sie stan epistemiczny diagnosty wobec hipotezy H* w przypadku
testu 0 100% czutosci diagnostycznej. Jezeli czutos¢ diagnostyczna testu wynosi 100%, to
warto$¢ graniczna w schemacie 4 jest okres§lona w punkcie A. Widac jednak wyraznie, ze
w takiej sytuacji uzyskanie pozytywnego wyniku testu (czyli wynik na prawo od A) nie
dostarcza lekarzowi pewnosci rozpoznania choroby u danego pacjenta. Wsr6d wynikéw
pozytywnych wystepuja bowiem zaréwno wyniki prawdziwe, jak i falszywe. Test o wy-
sokiej czutosci diagnostycznej nie jest zatem testem, ktérego pozytywny wynik dostarcza
pewnosci, ze u konkretnego pacjenta wystepuje choroba. Jest to parametr, ktéry gwaran-
tuje, ze pozytywne wyniki uzyskane z takiego testu wychwyca wszystkich pacjentow
chorych. Innymi stowy diagnosta zyskuje gwarancje, ze kazdy chory poddany temu
testowi bedzie miat pozytywny wynik, ale nie jest tak, ze kazdy pozytywny wynik iden-
tyfikuje chorego. Jezeli raz jeszcze spojrzymy na schemat 4, to zauwazymy, ze test o wy-
sokiej czulosci diagnostycznej dostarcza diagnoscie pewnosci wykluczenia hipotezy H*.
Negatywne wyniki testu o 100% czulosci diagnostycznej obejmuja bowiem wytacznie
wyniki prawdziwe w odniesieniu do testu referencyjnego. Analogiczne ustalenia mozna
dokona¢ w odniesieniu do zmiany stanu epistemicznego diagnosty na podstawie testu
0 100% swoistosci diagnostycznej, w przypadku przesuniecia w schemacie 4 wartosci
granicznej do punktu B. Test taki dostarcza pewnosci potwierdzenia hipotezy H* wobec
testu referencyjnego, nie nadaje sie natomiast dla wykluczenia tej hipotezy.

Dokonane ustalenia sa niezwykle istotne z perspektywy procesu prawidtowego
projektowania strategii diagnostycznych. Odmienne wartosci parametréw musza charak-
teryzowac testy wykorzystywane w celu potwierdzania hipotez, inne natomiast musza
posiadac testy uzywane dla potrzeb ich wykluczania. Spostrzezenia te sa szczegdlnie
istotne w przypadku projektowania wieloetapowej strategii diagnostycznej. Nalezy bo-
wiem wéwczas wyraznie okresli¢, jakie cele poznawcze realizowane beda na kolejnych
etapach procesu diagnozy. Przykladowo, w pierwszym etapie programu diagnostyki
przesiewowej musi by¢ zastosowany test o wysokiej czutosci, bowiem celem na tym eta-
pie programu jest wychwycenie wszystkich chorych we wczesnej fazie choroby, nawet
kosztem uzyskania wielu wynikéw fatszywie dodatnich. W kolejnym etapie programu

2 W tym miejscu konieczne jest istotne dopowiedzenie. Otéz poza wartoscia wstepnego prawdopo-
dobieristwa majaca wplyw na wartos¢ predykcyijna testu, kolejnymi parametrami, ktére wpltywaja
na te warto$¢, sa: czutoé¢ i swoistoé¢ diagnostyczna. Nalezy pamietaé, ze podawane w literaturze
przedmiotu wartoéci czutoéci i swoistosci diagnostycznej testu sa okreslone dla , typowych”
przypadkoéw przebiegu choroby, na usrednionym poziomie jej zaawansowania. Dalszy rozwdj
choroby moze wplynac na to, ze wartosci czutosci i swoistosci diagnostycznej ulegna zmianie.
W efekcie mozemy mieé¢ do czynienia z sytuacja, w ktérej powtdrzenie tego samego testu po jakims
czasie dostarczy¢ moze nie tylko bardziej lub mniej wiarygodnych informagji, ale przede wszystkim
informacji odmiennych od tych, ktére uzyskane zostaty przy pierwszym wykonaniu testu. Na problem
niejednoznacznosci w ustalaniu wartosci czutosci i swoistoéci diagnostycznej zwracaja uwage m.in.
Moons, van Es, Deckers et al. (1997) oraz Winkler, Smith (2004).
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stosuje sie natomiast test o wysokiej swoistosci, dla ustalenia, ktérzy pacjenci wskazani
w pierwszym tescie jako potencjalnie chorzy sa rzeczywiscie chorzy.

Opis zastosowania twierdzenia Bayesa w projektowaniu strategii diagnostycznych
pozostawatby niepelny bez oméwienia jeszcze jednej kwestii. Ot6z poza wymienionymi
parametrami, tj. czulo$cia i swoistoécig diagnostyczna oraz wspoétczynnikiem chorobowosci,
mozna wskaza¢ na jeszcze jeden wazny parametr charakteryzujacy test diagnostyczny. Jest
nim wspoélczynnik predykcji. Parametr ten okresla prawdopodobieristwo wystepowania
choroby u osoby z danym wynikiem testu. Wyrézniamy predykcje dodatnia (Pred.”) i pre-
dykcje ujemna (Pred.)*. Dla potrzeb prowadzonych rozwazan wystarczy scharakteryzowac
pierwsza z nich. Predykcja dodatnia okresla stosunek ilosci wynikéw PD do ilosci wszystkich
wynikéw dodatnich (schemat 4). Innymi stowy jest to aposteriorycznie rozumiane prawdopo-
dobienistwo tego, ze wéréd wynikéw dodatnich uzyskamy wynik prawdziwie dodatni, czyli:

n(PD)

Pred' =—————
n(PD + FD)

Zauwazmy, ze w istocie parametr ten realizuje doktadnie ten sam cel poznawczy,
jaki realizuje twierdzenie Bayesa®. Spostrzezenie to tatwo potwierdzi¢ podstawiajac
odpowiednie dane z tabeli 1:

42
42+26

Pred (T,") = =62%

Jaki jest zatem sens postugiwania sie twierdzeniem Bayesa, jezeli ten sam wynik
mozna uzyskac na podstawie wspoétczynnika wartosci predykcji, postugujac sie interpre-
tacja czestoSciowq i nie narazajac sie na zarzut personalizmu? Odpowiedz jest prosta. Ot6z
réznica pomiedzy wynikami uzyskanymi za pomoca wspoétczynnika predykcji i tymi uzy-
skanymi za pomoca twierdzenia Bayesa ujawnia sie dopiero w przypadku projektowania
wieloetapowych strategii diagnostycznych?.

9. Twierdzenie Bayesa i wspolczynnik predykeji w projektowaniu wieloetapowej strategii
diagnostycznej

Zal6zmy, ze diagnosta zastosowat w projekcie strategii diagnostycznej twierdzenie Bayesa
lub wspoétczynnik wartosci predykeji, uzyskujac opisany powyzej wynik. Stwierdzit zatem,

1 Jedrychowski (1999): 129.

2 Waulff, Getzsche (2005): 101; Jedrychowski (1999): 131.

# Roéwnowaznosé obliczenn dokonywanych za pomoca twierdzenia Bayesa i wspoéiczynnika
predykcji stanowita podstawe dla analiz majacych na celu okreélenie, w jaki sposéb prowadzone
sa wnioskowania diagnostyczne - Gigerenzer, Hoffrage (1995): 687. Autorzy pokazali, ze diagnosci
znacznie wiecej probleméw mieli z poprawnym zastosowaniem twierdzenia Bayesa niz z ustaleniem
wartosci wspélczynnika predykcji. Zastosowanie twierdzenia Bayesa wymaga znajomosci pojec
z zakresu biostatystyki, podczas gdy obliczenie wspdtczynnika predykcji opiera si¢ na bardziej na-
turalnym, z perspektywy ewolucyjnej, czestoéciowym rozumieniu prawdopodobienstwa. Wnioski
autoré6w wskazywaty na konieczno$¢ podniesienia poziomu edukacji w zakresie biostatystyki - ibi-
dem: 701. Podkreséli¢ nalezy, ze praca Gigerenzera i Hoffrage’a dotyczyla wylacznie jednoetapowego
procesu diagnozy medycznej. Nie wykazywano zatem zréznicowania wynikéw uzyskiwanych za
pomoca obu metod w procesie projektowania strategii wieloetapowych.
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Ze po otrzymaniu pozytywnego wyniku testu w pierwszym etapie diagnozy, wstepna war-
tos¢ prawdopodobienstwa hipotezy H* ulegnie zwiekszeniu z 39% do 62%. Pragnac w wiek-
szym stopniu potwierdzi¢ te hipoteze diagnosta musi w projekcie kolejnego etapu swojej
strategii uwzgledni¢ test o wyzszej swoistosci diagnostycznej (paragraf 7). Przyjmijmy, ze
test ten (T) scharakteryzowany jest, wobec testu referencyjnego, w nastepujacy sposob.

Tabela 2
Choroba obecna Choroba nieobecna
TB* PD =98 FD=18
TB’ FU =23 PU=171

Na podstawie danych z tabeli 2 tatwo stwierdzi¢, ze test T, zachowuje wartosci
dwoch parametrow pierwszego testu: czulosé diagnostyczna wynosi réwniez 81%, oraz
wspolczynnik chorobowosci stanowiacy wartosé prawdopodobieristwa wstepnego
wynosi 39%. Wyzsza natomiast jest, w poréwnaniu z testem T , warto$¢ swoistosci dia-
gnostycznej, czyli wieksza jest zdolnosc testu T, do potwierdzenia hipotezy H*. Wartos¢
tego parametru wynosi:

n(PU) 171

- - —90%
Swd = PUTFD) 171418 °

Wartoé¢ wspotczynnika predykceji dodatniej wynosi:

n(PD) 98
n(PD+FD) 98+18

Pred (T, )= = 84,4%

Obliczona warto$¢ wspoétczynnika predykcji bedzie jednak réznita sie od wartosci
uzyskanej z wykorzystaniem twierdzenia Bayesa. Ot6z zastosowanie tego twierdzenia
w projektowaniu kolejnych krokéw strategii diagnostycznej umozliwia uwzglednienie
prawdopodobienstwa obliczonego we wczesniejszych etapach. Innymi stowy, pod-
stawiajgc dane do twierdzenia Bayesa dla testu T, nie uwzglednimy wartosci P(H")
okreslonej jako wspoétczynnik chorobowosci (39%), lecz wartosci prawdopodobieristwa
koricowego, obliczonego w poprzednim etapie, czyli P(H*/ T_*) = 62%. To bytoby wtasnie
prawdopodobienstwo, jakie lekarz przypisywalby hipotezie H* po uzyskaniu pozytyw-
nego wyniku pierwszego testu w pierwszym etapie diagnozy. Zatem:

U T, = _ PUIT)xCod
P(H" T, )xCzd +(1— P(H" /T, ) x (1- Sw.d)

0,62x 0,81+ (1—0,62) x (1—0,90)

Prawdopodobienstwo koricowe policzone na podstawie wartosci predykdji testu T,
wyniosto 84%, natomiast obliczone na podstawie twierdzenia Bayesa 93%. Zastosowanie
twierdzenia Bayesa umozliwito zatem przekroczenie zatozonego progu potwierdzenia
hipotezy H* (90%), skutkujac decyzja o podjeciu leczenia. Prog ten nie zostal natomiast prze-
kroczony w projekcie strategii diagnostycznej okreslajacej wartos¢ wspotczynnika predykgji.
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Jak zatem rozumiemy prawdopodobieristwo P(H")? Personalistycznie? Raczej nie.
W pierwszej fazie projektowania strategii wartos¢ ta jest obliczona jako wspoétczynnik
chorobowosci. Wyliczenie ma na celu ustalenie wartosci wzglednej czestosci zdarzenia
sprzyjajacego w zbiorze wszystkich zdarzen, tj. ustalamy wzgledna czestos¢ wystepowa-
nia choroby w zbiorze 0os6b poddanych testowi. Nie ma podstaw, aby twierdzi¢, ze jest
to prawdopodobienistwo rozumiane personalistycznie. Kazda osoba posiadajaca dostep
do danych charakteryzujacych test moze powtorzy¢ obliczenie uzyskujac ten sam wynik.
W dalszej kolejnosci podstawiamy uzyskang wartos¢ do twierdzenia Bayesa, obliczajac
zmiane prawdopodobieristwa, ktéra nastapi na podstawie testu T_. WidzieliSmy jednak,
ze zamiast prowadzi¢ obliczenia za pomocg twierdzenia Bayesa mozemy wyliczy¢ war-
tos¢ predykcji. Wynik bedzie ten sam. Obliczajac wartosé predykcji okre§lamy wzgledna
czestos¢ wyniku dodatniego w zbiorze wszystkich wynikéw dodatnich. Dokonujemy
tego na podstawie charakterystyki testu, czyli danych doswiadczenia. Ponownie nie
mamy podstaw, aby twierdzi¢, ze okreslamy warto$¢ prawdopodobieristwa w sposéb
subiektywny. Uzyskana wartos¢ zostaje wykorzystana przy kolejnym zastosowaniu
twierdzenia Bayesa, dla potrzeb oceny testu TB’ itd.

Subiektywny wymiar twierdzenia Bayesa w diagnostyce medycznej nie jest zatem
konsekwencja personalistycznego przypisywania wartoéci prawdopodobienstw a priori.
Obliczajac wartosci wspotczynnika predykeji w kolejnych etapach testu uwzgledniamy
stala wartos¢ prawdopodobieristwa a posteriori wystepowania choroby w populacji
(39%). Natomiast postugujac sie twierdzeniem Bayesa uwzgledniamy w kolejnych eta-
pach testu zmiane prawdopodobieristwa wystepowania choroby u konkretnego pacjenta,
ktora nastapita w efekcie wykonywania testow diagnostycznych na wczesniejszych
etapach. Zachowany zostaje jednak gléwny warunek charakteryzujacy prawdopodobien-
stwo a posteriori - intersubiektywna sprawdzalnoé¢. Kazdy podmiot, sledzac wczeéniej-
sze etapy diagnozy moze sprawdzi¢, jak zmieniala sie wartos¢ prawdopodobieristwa pod
wplywem wynikéw kolejnych testow. Réznica pomiedzy wspélczynnikiem predykeji
a twierdzeniem Bayesa dotyczy w istocie zakresu doswiadczen, ktére sa brane pod
uwage przy obliczaniu prawdopodobieristwa koricowego hipotez. Twierdzenie Bayesa
pozwala zrelatywizowac koricowq wartos¢ prawdopodobieristwa w nastepujacych
po sobie testach poprzez uwzglednienie wczesniej uzyskanych wynikéw. Natomiast
w przypadku obliczania wspdétczynnika predykcji w kolejnych etapach procesu diagnozy
wplyw wynikéw wczeéniejszych testow na wartos¢ prawdopodobienistwa koricowego
nie jest uwzgledniany. Mozna powiedzie¢, ze w przypadku wspoétczynnika predykcji nie
jest zachowana ciagloé¢ zmian wartosci prawdopodobieristwa. Kazda kolejna wartosé
predykcji zaktada ten sam punkt wyjscia: ustalong na stale wartos¢ prawdopodobienistwa
wstepnego, okreslong jako czestos¢ wystepowania choroby w populacji. Mamy zatem do
czynienia z dwoma ré6znymi modelami statystycznymi. Czy jest jednak sens rozpisywac
sie o réznicach pomiedzy obu metodami, w sytuacji, w ktérej uzyskane wartosci r6znia
sie w tak niewielkim stopniu w podanym przyktadzie, tj. 84% vs. 93%?

Przeprowadzona analiza dotyczyla projektu dwuetapowej strategii diagnostycz-
nej, w ktérej diagnosta zaktadat uzyskanie dwéch dodatnich wynikéw w nastepujacych
po sobie testach T _ i T;. Projekt ten jest oczywiscie niepetny poniewaz nie bierze sie
pod uwage, ze ktorys z tych testow dostarczytby wyniku ujemnego. Rozwazmy zatem
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krétko jak zmienityby sie prawdopodobienistwa okreslone z wykorzystaniem wartosci
predykgji i twierdzenia Bayesa wéwczas, gdy w T uzyskano by wynik ujemny, a na-
stepnie w T, dodatni.

Przyjmujac, ze prawdopodobieristwo wstepne wynosito 39%, to ujemny wynik
testu T zmniejszytby je do 15,3% (na podstawie twierdzenia Bayesa lub wspétczynnika
predykcji)*. W6weczas dodatni wynik testu T, obliczony z wykorzystaniem twierdzenia
Bayesa wykazalby 59,4%, podczas gdy wartos¢ predykcji tego testu bytaby taka sama
jak w pierwszej strategii diagnostycznej i wynositaby 84,4%. Widzimy zatem, ze w przy-
padku zréznicowania wynikéw kolejnych testow wyboér metody okreslania strategii
diagnostycznej w istotny spos6b wplywa na wartosci koncowe prawdopodobieristwa,
majac kluczowe znaczenie dla podejmowania decyzji medycznych.

Podsumowujac dotychczasowe ustalenia, zaprezentowany projekt strategii dia-
gnostycznych, réznicujacy twierdzenie Bayesa od wartosci predykji dla testow T i T,
mialby nastepujaca postac.

Prawdopodobienstwo wstepne
Wspétczynnik chorobowosci P(H') = 39%

. I -
Tq i \I/Ta

Tw. Bayesa P(H/T,") = 62% Tw. Bayesa P(H*/T, ) = 15%
Pred.(H"/T,") = 62% Pred.(H*/T,) = 15%
+ +
Tp l To
Pred. dod. Tw. Bayesa Pred. dod. Tw. Bayesa
P(H'/T")=84% P(H"/T;")=93% P(H"/T;")=84% P(H"/Ts")=59%

Udzial twierdzenia Bayesa i wspoétczynnika predykcji w ocenie prawdopodobieristwa koricowego w projekcie
strategii obejmujgcej dwa testy diagnostyczne: T i T,. Wyraznie widac¢, ze roznice wynikéw dotycza dopie-
ro drugiego etapu diagnostyki, wéwczas gdy, postugujac sie twierdzeniem Bayesa, przyjmujemy obliczone
w pierwszym etapie prawdopodobieristwa koricowe jako prawdopodobienistwa wstepne. Réznice te zwiekszaja
sie w przypadku uzyskiwania w kolejnych testach odmiennych wynikéw (dodatnich lub ujemnych).

Schemat 5

# Podstawa przeprowadzenia obliczen jest odpowiednio przeksztalcone twierdzenie Bayesa dla ujemnego wyniku

P(H )Y P(T,” /| H") _ P(H " )x(1-Czd)
P(H" )Y P(T,” |H")+P(H )xP(T,” /H™) PH")x(1—Czd)+PH ) Swd.

testuT: P(H' /T, )=
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Schemat 5 pozwala sformulowac nastepujaca teze. Otéz to nie wybdr wstepnej
wartosci prawdopodobieristwa ma charakter personalistyczny, lecz wybdr metody roz-
strzygajacej o koricowej wartosci prawdopodobieristwa hipotez diagnostycznych. Jezeli
mianowicie w rozwazanym przykltadzie diagnosta optymistycznie bedzie zaktadal, ze
w spos6b trafny wstepnie rozpoznaje chorobe D i formutuje hipoteze H*, to moze postu-
zy¢ sie strategia bayesowska, ktéra juz w drugim tescie pozwoli mu przekroczy¢ prog
leczenia, przy wartosci 93%. Przyjmujgc bardziej ostrozng postawe, by¢ moze uznatby,
ze korzystniejsze jest obliczenie wspolczynnika predykcji, ktéry w przypadku ujemne-
go wyniku pierwszego testu (T,) pozwoli, mimo tego, w drugim tescie (T,") uzyskac
stosunkowo wysoka wartos$¢ prawdopodobieristwa hipotezy H* (84%). Dawaloby to
szanse na przekroczenie progu leczenia w trzecim etapie diagnozy.

Teze o tym, ze to wtasnie wybér pomiedzy strategiami diagnostycznymi ma cha-
rakter personalistyczny mozna dodatkowo uzasadni¢ w nastepujacy sposéb. Ot6z dia-
gnosta nie moze by¢ optymista w odniesieniu do mozliwosci uzyskania pozytywnego
wyniku testu T_ w sytuacji, gdy P(H*) wynosi zaledwie 39%, podczas gdy P(H) az 61%,
chyba, ze dokonywatby personalistycznej oceny prawdopodobieristwa. Prawdopodo-
bieristwo czestosciowe okreslaloby bowiem niskg wartos¢ H*, a jednoczesnie diagnosta
wybierajac strategie bayesowska przyjmowalby, ze jest duza szansa na uzyskanie pozy-
tywnego wyniku w teécie T - i w efekcie na przekroczenie progu leczenia juz w drugim
tescie. Ale taka sytuacja miataby male szanse realizacji w $wietle wartosci prawdopodo-
bieristwa czestoSciowego hipotezy H* zaledwie na poziomie 39%. Decyzja o wyborze
strategii bayesowskiej wyrazataby w tej sytuacji subiektywne przekonanie diagnosty, nie
znajdujace uzasadnienia w warto$ci prawdopodobienistwa wstepnego, ustalanej w sposéb
czestoSciowy.

10. Praktyka stosowania twierdzenia Bayesa w procesie wspomagania decyzji
diagnostycznych

Dokonana analiza moze budzi¢ pewne zastrzezenia. Jaka jest bowiem w rzeczywistosci
przydatnosc¢ tego rodzaju ustaleri dla praktyki medycznej? By¢ moze byliby$my sklon-
ni zgodzi¢ sie, ze przyjmujacy nas lekarz w pamieci oblicza warto$¢ wspoétczynnika
predykcji. Trudno jednak sobie wyobrazi¢ lekarza, ktéry przeprowadzatby obliczenia
projektujac wieloetapowa strategie bayesowska i dodatkowo poréwnywat ja jeszcze ze
strategia oparta na wspoélczynniku predykcji. Taka sytuacja by¢ moze ma miejsce w du-
zych osrodkach klinicznych, specjalizujacych sie w okreslonych rodzajach choréb®. Sto-
sowanie strategii bayesowskiej wydaje sie by¢ jednak poza zasiegiem lekarzy pierwszego
kontaktu oraz specjalistow przyjmujacych w mniejszych osrodkach, w ktérych wieksze
zréznicowanie dolegliwosci pacjentéw uniemozliwia opracowanie jednolitego schematu
postepowania diagnostycznego. Zastrzezenia te nie sa jednak trafne. Wbrew pozorom
nawet lekarze pierwszego kontaktu dysponuja stosunkowo prosta metoda okreslania
wartosci prawdopodobienistwa koricowego w analizie bayesowskiej.

% Np. oddziaty chest-pain w USA, w ktorych selekcja pacjentéw jest okreslona wiasnie metoda oparta
na strategii bayesowskiej - Diamond, Forrester (1979).
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Poszukujac informacji charakteryzujacych efektywnosc testow diagnostycznych
lekarze korzystajq z publikacji zamieszczanych w elektronicznych bazach danych.
W artykutach tam publikowanych gléwne parametry testu, czyli czutos¢ i swoistosé
diagnostyczna, sa zestawione ze sobg i prezentowane jako osobny parametr, okreslany
mianem ilorazu wiarygodnosci (LR)%*. Wyréznia sie dodatni i ujemy iloraz wiarygod-
nosci. Parametry te precyzowane sa w nastepujacy sposob.

IR = Czd
1-Swd
LR = 1-Czd
Sw.d

Widag, ze iloraz wiarygodnosci okresla stosunek pomiedzy czutoscig i swoisto-
Scig diagnostyczng. Latwo stwierdzi¢, ze w omawianym przyktadzie dla dodatniego
wyniku testu T_ (tabela 1) wartos¢ ilorazu wiarygodno$ci wyniesie:
Cz.d 0,81

LR(T *) = = =2,53
“/ " 1-Swd  1-0,68

Diagnosta znajac z publikacji warto$¢ LR dla danego testu oraz znajac wstep-
na wartoé¢ prawdopodobieristwa wystepowania choroby w populacji”, np. wspot-
czynnik chorobowosci, moze okresli¢ prawdopodobienstwo koricowe hipotezy po-
stugujac sie tzw. nomogramem Fagana®. Nomogram Fagana jest rodzajem wykresu
obejmujacego trzy kolumny: wartosci prawdopodobieristwa wstepnego, wartosci LR
oraz wartosci prawdopodobienstwa koricowego. Laczac linig prosta wartos¢ praw-
dopodobieristwa wstepnego z wartoscia LR, okresli¢ mozna wartos¢ konicowa praw-
dopodobienistwa po tescie i nastepnie uzyc¢ jej jako wartosci prawdopodobieristwa
wstepnego w kolejnym tescie. Dla oméwionej dwuetapowej strategii diagnostycz-
nej obejmujacej wyniki T * oraz T," wykres na nomogramie bedzie mial nastepujaca
postac®.

% Halkin, Reichman, Schwaber et al. (1998); Dujardin, van den Ende, van Gompel et al. (1994).

7 Scidlej, aby w okresleniu prawdopodobieristwa koricowego wykorzystaé warto$é LR, nalezy war-
tos¢ prawdopodobieristwa wstepnego wyrazic jako szanse - Jaeschke, Cook, Guyatt (1998): 159. Nie
wprowadzam obliczen, by nie komplikowaé wywodu. Celem jest wyltacznie ukazanie nomogramu
Fagana.

% Fagan (1975).

¥ Schemat za: Fagan (1975); Jaeschke, Cook, Guyatt (1998).
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Niebieska linia taczy wstepna wartos¢ prawdopodobienistwa hipotezy H* (39%) z wartoécia LR* (2,53) dla testu T *.
Warto$¢ koricowa prawdopodobienistwa po tedcie T * = 62%. Uzyskany wynik przyjmowany jest nastepnie jako
poczatkowa wartos¢ prawdopodobienstwa dla testu T;", dla ktérego LR* = 8,1 (czerwona linia). Wartosc koricowa
prawdopodobieristwa po tescie T," wynosi 93% .

Schemat 6

W analogiczny spos6b mozna na nomogramie zaprezentowac - obliczong wcze-
$niej - strategie z testem ujemnym T _oraz nastepujacym po nim testem dodatnim T,.
Nomogram stanowi zatem proste narzedzie projektowania wieloetapowych strategii
diagnostycznych®. Warto podkresli¢, ze nomogram moze by¢ wykorzystany nie tylko
jako reprezentacja obliczenn wykonywanych za pomoca twierdzenia Bayesa, ale réwniez
dla potrzeb ustalania wartosci predykcji. W tym przypadku jednak dla danej hipotezy

% Schemat ma wylacznie charakter ogdlnej ilustracji i nie moze stanowi¢ podstawy dla przeprowadzania
w procesie diagnozy precyzyjnych ustaleni wartosci prawdopodobieristwa hipotez.

31 Warto podkreslié, ze w ostatnich latach wprowadzone zostaly kolejne uproszczenia. Opracowano
nomogram okreslajacy wartosci LR na podstawie czutoéci i swoistosci diagnostycznej, dla sytuacji,
w ktérych wartoé¢ LR nie jest podana w publikacji - Caraguel, Vanderstichel (2013): 127.
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warto$¢ prawdopodobiefistwa wstepnego za kazdym razem bedzie taka sama. W oma-
wianym przykladzie bedzie wynosita 39%.

11. Podsumowanie

W artykule poréwnane zostalty dwie metody projektowania strategii diagnostycznych
w medycynie: metoda wykorzystujaca twierdzenie Bayesa oraz metoda obliczania wspot-
czynnika predykgji. Pokazane zostato, Ze r6znice pomiedzy obu metodami ujawniaja sie
dopiero w projektowaniu wieloetapowych strategii diagnostycznych. Wybér metody pro-
jektowania strategii diagnostycznej jest w istocie wyborem pomiedzy dwiema ré6znymi
perspektywami poznawczymi. W pierwszej, zakladanej w twierdzeniu Bayesa, uwzgled-
nia sie zmiane prawdopodobieristwa hipotez nastepujaca w efekcie wezesniejszych te-
stow diagnostycznych. W drugiej, zaktadanej przy obliczaniu wspéiczynnika predykgji,
wczedniejsze zmiany prawdopodobieristwa hipotez nie sa brane pod uwage. Przepro-
wadzona analiza pozwala stwierdzi¢, ze wyboér metody projektowania strategii diagno-
stycznej i tym samym wybor perspektywy poznawczej ma charakter personalistyczny
i w istotny spos6b wplywa na podejmowane w procesie diagnozy decyzje.
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